Die Kölnarena
	Das Dach der Kölnarena, einer Veranstaltungshalle in Köln-Deutz, wird 

von einem Stahlbogen getragen, der die 

Form einer quadratischen Parabel hat. 

Der Bogen ist über dem ebenen Erdboden 

an der höchsten Stelle 73 m hoch und hat 

eine Spannweite von ca. 180 m. 

a)
Bestimme eine Gleichung derjenigen Funktion f, die die Parabel beschreibt. 
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Das Dach der Kölnarena ist leicht geneigt. Zur Vereinfachung nehmen wir zunächst an, dass es waagerecht verläuft. 

Für den Parabelbogen sollst du im folgenden mit 
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 weiterrechnen. 

b)
Wie lang kann das Dach maximal sein, wenn die Halle (über dem Erdboden) 30 Meter hoch sein soll ? 

c)
Der Bauherr möchte, dass die Halle mit diesem Parabelbogen 160 m lang sein soll. 

Was würdest du entgegenhalten ?

d)
Kann man bei gleicher Höhe (73 m) einen Parabelbogen so konstruieren, dass ein 140 m langes Dach in 40 m Höhe aufgehängt werden kann ? 


Begründe rechnerisch ! Begründe auch nicht-rechnerisch, d.h. inhaltlich bzw. anschaulich !

e) Die Abspannseile sind in gleichen Abständen von 10 m auf dem Dach befestigt. Sie treffen im Winkel von 45° auf die Dachfläche. Wie lang sind die Seile bei den x-Werten x = - 60 und 

x = - 50 ?

f) Das Dach der Kölnarena ist tatsächlich leicht geneigt. Auf der tieferen Seite ist es in 30 m Höhe an den Parabelbogen angehängt und steigt dann alle 10 m um 30 cm an.

Wie lang ist das Dach und wie hoch ist es auf der anderen Seite ? 

Steckbrief der Aufgabe

Inhaltliche Kurzbeschreibung 
In einer anwendungsbezogenen Aufgabe werden verschiedene Aspekte von Parabeln behandelt, z.B. Form, quadratische Gleichungen und Schnitt mit Geraden.  Ein Schwerpunkt liegt auf dem Aspekt des Modellierens. 

Funktion der Aufgabe: 

Zunächst bietet die Aufgabe die Möglichkeit, Basisfertigkeiten zu Parabeln anzuwenden, nämlich das Lösen quadratischer Gleichungen und den Schnitt einer Parabel mit einer Geraden. 

Der Schwerpunkt der Aufgabe liegt indes auf dem Modellieren. Zum einen sollen die Schüler die Gleichung eines Parabelbogens aufstellen. Zum anderen müssen sie stets den wechselseitigen Bezug zwischen den Angaben aus der Realität und den Größen im mathematischen Modell herstellen. 

Doppeljahrgangsstufe: 9/10 

Schulformen, in denen entwickelt/ erprobt wurde:  

Gymnasium

Erforderliche Vorkenntnisse:  

Geradengleichungen; Parabelgleichungen; Lösen quadratischer Gleichungen;

gleichschenklige Dreiecke; Satz des Pythagoras  

Bezug zu den Kompetenzen des Kernlehrplans: 
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Modellieren

	
	Kernlehrplan
	Hier speziell:

	mathemati​sieren
	übersetzen Realsituationen in mathematische Modelle
	Die Schüler stellen die Gleichung der Parabel auf (Teil a). 

	
	
	Vor allem interpretieren sie die Angaben aus dem Text (Punkte auf dem Parabelbogen) als x- bzw. y-Werte im mathematischen Modell (Graph im Koordinatensystem, Funktionsgleichung) – und umgekehrt.
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Funktionen

	
	Kernlehrplan
	Hier speziell:

	anwenden
	wenden quadratische Funktionen zur Lösung außermathematischer  Problemstellungen an
	Die Schüler benutzen ihre Kenntnisse über Parabelgleichungen und die Bedeutung der Koeffizienten, um Parabelgleichungen aufzustellen (a, d) und die Koeffizienten zu interpretieren (d). 

	operieren
	lösen quadratische Gleichungen
	Die Schüler lösen eine einfache und eine schwierigere quadratische Gleichung (b, f).  


Mögliche Schülerlösungen:
a) Legt man das Koordinatensystem so fest, dass die x-Achse auf dem Erdboden und die y-Achse durch den höchsten Punkt des Stahlbogens verläuft, so hat die Parabelgleichung die Form

y = a x2 + b   mit unbekannten Formvariablen a und b. 


Der höchste Punkt (0 / 73)  führt sofort zu b = 73. 


Aus der Spannweite von 180 m ergeben sich die Punkte P (- 90 / 0) und P’ (90 / 0). 


Eingesetzt in die Gleichung führt dies auf



0 = a · 902 + 73

<=> 
- 73 = 8100 a

<=>
a = - 73 / 8100 ≈ - 0,009 . 

Demnach wird der Parabelbogen beschrieben durch die Gleichung




f(x) = - 73 / 8100 x2 + 73 . 

b)
y = 30: 
30 = - 73 / 8100 x2 + 73

<=>
73 / 8100 x2 = 43




x2 ≈ 4771


<=>
x ≈ ± 69,07 


Das Dach bzw. die Halle kann maximal 138,14 m lang sein. 

c)
Ist die Halle 160 m lang, so ist x = ± 80, woraus y = f(80) ≈ 15,32 folgt. 


Wenn die Halle 160 m lang sein soll, dann kann sie höchstens 15,32 m hoch sein. 


Dies kann für einige Zwecke (Sport, Konzerte mit Beleuchtung) zu niedrig sein. 


Auch mögen sich die Zuschauerplätze, die man in der Länge gewinnt, in der Höhe verlieren. 

d)
Hier wird die Stauchung des Parabelbogens variiert. 


y = a x2 + 73 
und P(70 / 40) sind gegeben. 



40 = a · 702 + 73
<=>
- 33 = 4900 a

<=>
a = - 33 / 4900 ≈ - 0,0067 .


Die Parabel wäre mit a ≈ - 0,0067 stärker gestaucht als die bestehende Parabel mit a ≈ - 0,009 . 


Ein derart gestauchter Stahlbogen könnte eine geringere Tragfähigkeit besitzen, oder die Verankerung im Boden (kleinerer Winkel) fällt schwerer. 

e) Mit dem Winkel α = 45° bilden das Abspannseil, die Höhe (Parabelbogen – Dach) und eine dritte Seite auf dem Dach ein gleichschenkliges Dreieck. 

Für x = - 60 rechnet man:

Höhe = f (- 60) – 30 ≈ 10,56

Pythagoras: 
10,562 + 10,562 = Seillänge2
=>
Seillänge ≈ √2 · 10,56 ≈ 14,93 

Für x = - 50 rechnet man:

Höhe = f (- 50) – 30 ≈ 20,47

Pythagoras: 
20,472 + 20,472 = Seillänge2
=>
Seillänge ≈ √2 · 20,47 ≈ 28,95 

f)
Das Dach kann beschrieben werden durch eine Gerade mit der Gleichung



y = m · x + b
mit m = 0,3 m / 10 m = 0,03. 


Die Gerade verläuft durch P (- 69,07 / 30) :



30 = 0,03 · (- 69,07) + b

<=>
b  ≈ 32,07 . 


Die Gleichung der Geraden lautet 
y = 0,03 x + 32,07 . 


Die Höhe und auch die Länge des Daches ändern sich. Um die veränderten Daten zu erhalten, muss man die Schnittpunkte von Gerade und Parabel ermitteln. 
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Das Dach reicht auf der anderen Seite nur bis x  ≈ 65,75. 

Jedoch ist es dort f (65,75)  ≈ 34,04 m hoch. 


Die genaue Dachlänge ermittelt man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:


Dachlänge2 = (69,07 + 65,75)2 + (34,04 – 30)2 


Dachlänge2 ≈ 18.192,75 


Dachlänge ≈ 134,88 


Das geneigte Dach ist etwas kürzer, es ist nur 134,88 m lang. 

Mögliche, ggf. erprobte Unterrichtsorganisation: 

Zur Bearbeitung benötigen die Schüler in der Regel eine Doppelstunde. 

Die Aufgabenstellung in Teil a), eine Parabelgleichung aufzustellen, ist kein obligatorischer Inhalt in Jahrgangsstufe 9 / 10; solche „Steckbriefaufgaben“ werden häufig erst in Klasse 11 behandelt. Man kann die Teilaufgabe a) daher auch weglassen und stattdessen mit einem vereinfachten Funktions​term y = - 0,01 x2 + 73 arbeiten. In diesem Fall kann die erste Aufgabenstellung lauten: 

„a)  Erläutere, wo der Ursprung des Koordinatensystems liegt ?“ 

Gleichwohl kann man den Schülern auch eine gestufte Hilfe auf „Hilfekärtchen“ anbieten, um Teilaufgabe a) lösen zu können. Denn die Schüler besitzen Wissen über Parabeln und die Form von Parabel​gleichungen (Koeffizienten). Die erste Stufe kann lauten: „Überlege dir, wie du das Koordinatensystem möglichst geschickt legen kannst. Welche Form hat dann die Parabelgleichung ?“, die zweite Stufe „Wie musst du das Koordinatensystem legen, damit die Parabelgleichung die Form f(x) = a x2 + b  hat ?“ und die dritte Stufe „Wie kannst du die Angaben über den Parabelbogen ausnutzen, um die Gleichung zu finden ?“. 

In den nachfolgenden Aufgabenteilen b) – f) besteht die Schwierigkeit für die Schüler häufig darin, die Angaben aus der Aufgabe als x- bzw. y-Werte von Punkten der Parabel zu deuten oder für die Ergebnisse der Rechnungen (x- und y-Werte) die Rückinterpretation auf die Kölnarena zu leisten. 

Eine entscheidende Hilfe ist eine genaue und übersichtliche Skizze, die gleich zu Beginn angefertigt werden sollte. Bei den Aufgabenteilen b, c und f kann anhand der Skizze zunächst eine graphische Lösung erstellt werden, die zu einem Ansatz für eine exakte Lösung führen kann. 

Mögliche Variationen der Aufgabe und des Aufgabenniveaus:

Besitzen die Schüler Kenntnisse in der Trigonometrie, dann kann man in Aufgabe e) einen Winkel verschieden von 45° wählen. 

Erstellt von: Sinus-Transfer, Projekt 1, Set Süd, Untergruppe Köln  
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