Produkte und Termbilder

1  Produkttafeln

Aufgabe 1

a)  Im Notizheft von Andreas findet sich diese Rechung. Was hat Andreas hier ausgerechnet ? 

	
	70
	5
	

	20
	1.400
	100
	1.500

	4
	280
	20
	300

	
	
	
	1.800


b)  Rechne auf die gleiche Weise. 

	
	40
	7
	
	
	
	30
	2
	

	10
	
	
	
	
	40
	
	
	

	5
	
	
	
	
	4
	
	
	

	
	600
	105
	705
	
	
	
	
	1.408


Aufgabe 2

a)  Finde eigene Multiplikationsaufgaben, die du auf die gleiche Art löst. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


b)  Berechne 37 · 63 . 

c)  Julia sagt: „Ich rechne es schneller: 37 · 63 = 30 · 60 + 7 · 3 = 1.821 .“ 

     Erläre ihr, wo der Fehler liegt. 

d)  Kannst du auch dreistellige Zahlen multiplizieren ? 

Produkte und Termbilder

2  Rechtecksflächen

Aufgabe 1

Du weißt, dass man den Flächeninhalt eines Rechtecks durch Multiplikation bestimmen kann. 

Fülle leere Felder aus.   

	
	25
	
	14
	

	8


	?
	a
	?
	

	
	
	
	
	


	
	6
	
	
	

	
	12 · a


	
	15 · a
	


Aufgabe 2

	
	40
	5
	
	20
	

	
	
	
	4
	
	

	3


	
	
	7
	
	


	Gesamtfläche
	
	Gesamtfläche
	


	
	20
	7
	
	12
	

	
	
	
	
	12 a
	

	a


	
	
	5
	
	


	
	
	
	


	
	b
	c
	
	
	

	
	
	
	a
	
	

	8


	
	
	b
	14 b
	


	
	
	
	


Produkte und Termbilder

3  Bild von R. Lohse

Aufgabe 1

a)  Übertrage das farbige Bild „6 komplementäre Farbreihen“ des schweizer Malers Richard Paul 

     Lohse in das vorgegebene Schema. 
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	c
	b
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b)  Beschreibe das Bild. Welche Gesetzmässigkeiten findest du (Form, Farbe, Muster) ?

Aufgabe 2

Alle orangenen Flächen zusammen kann man durch die Terme 2 · a · a + 4 · b · c oder 2 a2 + 4 b c beschreiben. Stelle Terme auf, die zu den anderen Farben gehören. 

Aufgabe 3

Suche zwei Farben, die einen gleich großen Anteil an der Gesamtfläche haben. 

Begründe deine Antwort. 

Aufgabe 4

Suche zwei Farben, die zusammen einen gleich großen Anteil an der Fläche haben wie zwei andere Farben zusammen. 
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4  Produktsummen

	Aufgabe 1


	a
	

	Die beiden Flächen bilden zusammen ein Rechteck. Gib 

einen Term für den Flächeninhalt dieses Rechtecks an. 

Das Rechteck besteht aus zwei Teilflächen. 

Gib auch dafür einen Term an. 


	
	
	
	
	b

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	c


Aufgabe 2

Stelle für den Flächeninhalt der Rechtecke jeweils zwei Terme auf. 

	a) 
	a
	
	
	b) 
	a
	b
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	b
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	c


Aufgabe 3

Wie kann man vom ersten Term zum zweiten Term gelangen, ohne die Termbilder zu betrachten ?

Formuliere eine Regel.

Produkte und Termbilder

5  Binomische Formeln

Aufgabe 1

	
	a
	b
	

	a)  Stelle für den Flächeninhalt des Quadrats zwei 

     Terme auf.
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	b

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


b)  Gilt diese Beziehung auch, wenn a nicht gleich 2 b ist ?

c)  Wo findet man diese Beziehung noch im Bild von R. Lohse ? 

Aufgabe 2

a)  Was wird in der folgenden Produkttafel ausgerechnet ? 

	
	20
	3
	

	     20
	400
	60
	460

	-1
	-20
	-3
	-23

	
	
	
	437


	b)  Stelle die 2. binomische Formel
	←                    a                     →
	

	     (a – b)2 = a2 – 2 a b + b2   
	
	
	
	
	
	
	↑

a

↓



	     als Termbild dar.
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Steckbrief der Aufgabe

Diese Aufgabe bzw. Sequenz haben wir nicht selbst entwickelt, sondern aus der  Sequenz 

„Produkte“ aus dem schweizer Mathematikbuch heraus aufgebaut: 

Wieland, G. u.a.: mathbuch.ch 7 – Mathematik im 7. Schuljahr für die Sekundarstufe I: Lernumgebungen S. 62 – 63. schulverlag blmv AG, Bern, und Klett und Balmer AG, Zug, 2003

Dazu ist noch ein Übungsheft für Schüler und ein Begleitband mit CD-ROM für Lehrer erhältlich, 

der Übungen und Lösungen sowie didaktische Kommentare enthält. 

Für den Unterricht benötigt man unbedingt eine farbige Abbildung des Bildes „6 komplementäre Farbreihen“ des schweizer Malers R. Lohse. Dieses Bild ist in den Lernumgebungen abgedruckt und auf der CD-ROM als JPEG-File enthalten. Wir können das Bild hier aus rechtlichen Gründen nicht abbilden und zur Verfügung stellen. 

Inhaltliche Kurzbeschreibung 
Anhand von Termbildern erfolgt eine Einführung in die Multiplikation von Termen nach Ideen des schweizer Mathematikbuches „mathbu.ch“. Über die Berechnung von Flächeninhalten entwickeln die Schüler das Distributivgesetz für Terme mit Variablen, die Summenmultiplikation und die erste binomi​sche Formel. 

Funktion der Aufgabe: 

Die Schüler sollen schrittweise die Multiplikation von Termen (mit Variable) aufbauen. Nachdem das Vorwissen reaktiviert ist, Produkte von Zahlen mit Produkttafeln zu bilden und Produkte als Flächen​inhalte aufzufassen, werden Produkte von Termen anhand von Termbildern aufgestellt, die auf das Distributivgesetz, die Summenmultiplikation und die erste binomische Formel führen. 

Im Zentrum stehen Entdeckungen im Bild „6 komplementäre Farbreihen“, die ohne Terme nur schwer möglich sind, die aber zugleich auf die mathematischen Regeln führen. 

Doppeljahrgangsstufe: 7 /8 

Schulformen, in denen entwickelt/ erprobt wurde:  

Gymnasium und Realschule, Klasse 8

Erforderliche Vorkenntnisse:  

Variablenbegriff, Termbegriff, Addition von Termen mit Variablen 

Bezug zu den Kompetenzen des Kernlehrplans: 
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Arithmetik / Algebra

	
	Kernlehrplan
	Hier speziell:

	
	keine Angabe (!) 
	Schüler entwickeln einen Begriff von „Produkt“ als Flächeninhalt einer Fläche. 

Sie stellen Beziehungen her zwischen komplexeren Termbildern und komplexeren Termen, die auf die Gesetze zur Multiplikation von Termen führen. 
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Problemlösen 

	
	Kernlehrplan
	Hier speziell:

	Erkunden
	untersuchen Muster und Beziehungen bei Zahlen und Figuren und stellen Vermutungen auf
	(1) Schüler entdecken Gesetzmässigkeiten in einem konstruktivistischen Bild, die mit Termen korrespondieren. 

(2) Schüler entdecken beim Vergleich von Flächen​inhalten die Gesetze zur Multiplikation von Termen. 


Mögliche Schülerlösungen

1  Produkttafeln

Aufgabe 1

a)  Andreas hat gerechnet: 24 · 75 = (20 + 4) · (70 + 5) = 20 · 70 + 20 · 5 + 4 · 70 + 4 · 5 = 1.800.  

	b) 
	40
	7
	
	
	
	30
	2
	

	10
	400
	70
	
	
	40
	1200
	80
	1.280

	5
	200
	35
	
	
	4
	120
	8
	128

	
	600
	105
	705
	
	
	1320
	88
	1.408


Aufgabe 2

a)  Verschiedene Lösungen sind möglich. 

	b) 


	60
	3
	
	

	30
	1800
	90
	1.890
	c)  Julia hat in ihrer Rechnung 

     „37 · 63 = 30 · 60 + 7 · 3 = 1.821 “  nur zwei der 

	7
	420
	21
	441
	 vier nötigen Produkte ausgerechnet. Es fehlen

 die Produkte 7 · 60 und 30 · 3 (grau unterlegt). 

	
	2220
	111
	2331
	


d)  Dreistellige Zahlen kann man auch multiplizieren, z.B.  729 · 458

	
	400
	50
	8
	

	700
	280.000
	35.000
	5.600
	320.600

	20
	8.000
	1.000
	160
	9.160

	9
	3.600
	450
	72
	4.122

	
	291.600
	36.450
	5.832
	333.882


2  Rechtecksflächen

Aufgabe 1

	
	25
	
	14
	

	8


	200
	a
	14 · a
	

	
	
	
	
	


	
	6
	
	
	

	2 a


	12 · a


	a


	15 · a
	

	
	
	
	15
	


Aufgabe 2

	
	40
	5
	
	20
	

	
	
	
	4
	80
	

	3


	120
	15
	7
	140
	


	Gesamtfläche
	120 + 15 = 135
	Gesamtfläche
	80 + 140 = 220


	
	20
	7
	
	12
	

	
	
	
	a
	12 a
	

	a


	20 a
	7 a
	5
	60
	


	
	20 · a + 7 · a = 27 a
	
	12 a + 60  = (a + 5) · 12


	
	b
	c
	
	14
	

	
	
	
	a
	14 a
	

	8


	8 b
	8 c
	b
	14 b
	


	
	8 b + 8 c = 8 · (b + c)
	
	14 a + 14 b = 14 · (a + b)


3  Bild von R. Lohse

Aufgabe 1

b)  Im Bild finden sich viele Gesetzmässigkeiten, z.B. : 

· von aussen zur Mitte findet eine Halbierung der Zeilenhöhe und der Spaltenbreite statt;

a = 2 b = 4 c, b = 2 c; 

· das Bild ist bezüglich verschiedener Achsen und des Mittelpunktes symmetrisch, wenn man nur die Form der Rechtecke (und nicht ihre Farbe) betrachtet; 

· Die Abfolge der Farben ist in jeder Spalte gleich, aber die Farben sind versetzt. 

Aufgabe 2

orange:

2 a2 + 4 b c 

rot, gelb:
a2 + b2 + c2 + a b + a c + b c 

grün, violett:
b2 + c2 + 2 a b + 2 a c

blau:

2 a b + 2 a c + 2 b c

Aufgabe 3

rot = gelb, grün = violett. 

Begründung 1: 
Die Terme für den Flächeninhalt stimmen überein.

Begründung 2: 
Direkter Flächenvergleich in der Zeichnung, der durch Symmetrie des Bildes erleichtert wird. 

Erkenntnis: 
Für manche Schüler mag der Flächenvergleich in der Zeichnung leichter sein, aber i.a. ist er wegen der Vielzahl der Teilflächen schwieriger. Für die meisten Schüler ist der Vergleich der Terme leichter, und die Erkenntnis „rot = gelb, grün = violett“ kann man dann im Bild gezielt überprüfen.  

Aufgabe 4

Wegen rot = gelb und grün = violett haben die Kombinationen

rot + grün = gelb + violett  (bzw. rot + violett = gelb + grün) denselben Flächeninhalt. 

Erkenntnis:
Dies läßt sich schwer im Bild von Lohse erkennen. Kennt man nach dem Termvergleich die Lösung, so sieht man, dass die Flächen rot + grün punktsymmetrisch zum Mittelpunkt zu gelb + violett angeordnet sind. 

4  Produktsummen

	Aufgabe 1

Gesamtfläche des Rechtecks:
a · (b + c)

Teilflächen der Rechtecke:
a b + a c

Flächenvergleich: a · (b + c) = a b + a c


	Aufgabe 2

a)  a · (a + b + c) = a2 + a b + a c

b)  (a + b) · (a + b + c) = a2 + a b + a c + a b + b2 + b c




Aufgabe 3

Man multipliziert jedes Element in der ersten Klammer (bzw. das Element vor der Klammer) mit jedem Element in der zweiten Klammer. 

5  Binomische Formeln

Aufgabe 1

	
	a
	b
	

	a)

Gesamtfläche des Quadrats : (a + b) · (a + b) = (a + b)2
	a2
	a · b
	a

	
	
	
	

	Teilflächen der Rechtecke bzw. Quadrate: 

a · a + a · b + a · b + b · b = a2 + 2 ab + b2 
	
	
	

	
	
	
	

	Der Flächenvergleich liefert die 1. binomische Formel:
	a · b
	b2
	b

	(a + b)2 = a2 + 2 ab + b2 
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


b)  Diese Beziehung gilt auch, wenn a nicht gleich 2 b ist. Verändern sich a oder b, dann verändern sich die Größen der Flächen, nicht aber das Flächengefüge. Stets ergeben die beiden Quadrate und die beiden Rechtecke zusammen das große Quadrat. 

c)  Im Bild von R. Lohse gibt es vier Quadrate (a + b)2 und vier Quadrate (b + c)2 . 

Aufgabe 2

a)  In der Produkttafel wird das Produkt
23 · 19 = (20 + 3) · (20 – 1) berechnet. 

Man kann in der Produkttafel auch negative Zahlen benutzen. 

	b)       (a – b)2 = a2 – 2 a b + b2   
	 ←                   a                    → 
	
	

	
	←        a - b        →
	←   b   →
	
	

	Das helle innere Quadrat hat den Flächeninhalt

(a – b)2 . 

Dieses Quadrat kann man auch erhalten, indem man vom großen (äußeren) Quadrat  a2 die beiden Rechteckflächen ab und ab abzieht (- 2 ab). 

Dabei wird jedoch die Fläche des kleinen Quadrats b2 

doppelt abgezogen, so dass man sie noch hinzu addieren muss. 


	(a – b)2
	ab
	↑

a-b

↓
	↑

a

↓



	
	ab
	b2
	↑

b

↓
	

	
	
	
	
	


Mögliche, ggf. erprobte Unterrichtsorganisation: 

Zur Planung und Durchführung des Unterrichts

Für den Unterricht benötigt man unbedingt eine farbige Abbildung des Bildes „6 komplementäre Farbreihen“ des schweizer Malers R. Lohse. Dieses Bild ist in den Lernumgebungen abgedruckt und auf der CD-ROM als JPEG-File enthalten. Wir können das Bild hier aus rechtlichen Gründen nicht abbilden und zur Verfügung stellen. 

Auf dem Arbeitsblatt „3  Bild von R. Lohse“ übertragen die Schüler das farbige Bild, das der Lehrer mit Tageslichtprojektor, Dia oder Beamer projizzieren kann, in das vorgegebene Schema. Dieser Prozeß des „Abmalens“ ist von großer Bedeutung, da die Schüler dabei schon Gesetzmässigkeiten in Form, Farbe und Muster erkennen. So können sich die Schüler z.B. die „Lage“ einer Farbe merken und erkennen, an welchen Stellen (Rhythmus, Symmetrie) diese Farbe in den einzelnen Spalten des Bildes vorkommt. 

„1 Produkttafel“

Auf dem ersten Arbeitsblatt werden Produkttafeln wiederholt bzw. eingeführt, falls diese noch nicht behandelt worden sind. Die Produkttafeln bereiten die Berechnung von Rechteckflächen vor, die aus Teilflächen bestehen. Die Schüler sollen das gesamte Arbeitsblatt vollständig und durchgängig bearbeiten. 

Die Termdarstellung 75 · 24 = (70 + 5) · (20 + 4) = 70 · 20 + 70 · 4 + 5 · 20 + 5 · 4  kann in Klasse 8 vom Lehrer durchaus benutzt werden; sie bereitet die Termdarstellung von Produktsummen vor. 

„2 Rechteckflächen“

Auch das 2. Blatt „Rechteckflächen“ soll von den Schülern durchgängig und selbständig bearbeitet werden. Ziel ist es, das Distributivgesetz für das Rechnen mit Zahlen zu aktualisieren und auf Terme mit Variablen zu übertragen. Abschließende Formeln der Art (a + b) · (c + d) = ac + ad + bc + bd oder gar die binomischen Formeln werden hier nicht angestrebt. Dies soll erst nach dem „Bild von R. Lohse“ erfolgen, in dem zum ersten Mal Produkte der Art a · b auftreten. 

„3 Bild von R. Lohse“

Das dritte Arbeitsblatt „Bild von R. Lohse“ ist das zentrale Arbeitsblatt der Sequenz. Mit ihm sollen wesentliche Lerninhalte erworben werden:

· Flächeninhalte werden durch Produkte mit Variablen beschrieben;

· das Gesetz über die Summenmultiplikation wird dem Bild entnommen;

· Terme helfen und ermöglichen es, die Flächengleichheit bestimmter Farben zu erkennen. Erst nachdem man über Terme „rot = gelb“ und „grün = violett“ sicher erkannt hat, kann man diese Flächengleichheit im Bild gezielt nachprüfen bzw. nachentdecken. 

Zunächst wird das Bild von den Schülern in die Vorlage abgemalt. Dabei lernen sie die Struktur und Gesetzmäßigkeiten des Bildes besser kennen als durch bloße Betrachtung. Alle Aufgaben auf dem Blatt bilden wiederum eine Einheit; bei der Bearbeitung sollte man möglichst nicht eingreifen. Lediglich Grundinformationen (a · a = a2 ; a · b = ab) können gegeben werden. 

„4 Produktsummen“

Das vierte Arbeitsblatt „Produktsummen“ bildet wiederum eine Einheit, die die Schüler durchgängig bearbeiten sollen. Das Distributivgesetz     a · (b + c) = a · b + a · c     wird schrittweise ausgeweitet zu (a + b) · (a + b + c) = a2 + ab + ac + ab + b2 + bc bzw. zu einer allgemeinen Regel für die Multiplikation von Summen. 

„5 Binomische Formeln“

Auf dem fünften Arbeitsblatt „Binomische Formeln“ können die Schüler in Aufgabe 1 die 1. binomische Formel direkt aus dem Bild von R. Lohse durch Flächenvergleich an verschiedenen Stellen ablesen.  

Das Termbild für die 2. binomische Formel ist schwieriger. Daher wurde als erste Hilfe eine Produkt​tafel für 23 · 19 angegeben, die zeigt, dass man von einer großen Zahl (20) auch eine Zahl (1) subtrahieren kann. Als zweite Hilfe wurde in das zu erstellende Termbild die Strecke a bereits einge​tragen. Für schwächere Schüler kann es erforderlich sein, alle Seitenlängen (a, b, a – b) einzutragen (man verwende dazu die Grafik aus der Lösung). Selbstverständlich kann man auch keine Hilfen geben. 

Es ist auch möglich, ein Termbild für die dritte binomische Formel zu erstellen. 

Erfahrungen aus dem Unterricht

Mögliche Variationen der Aufgabe und des Aufgabenniveaus:

Erstellt von: Sinus-Transfer, Projekt 1, Set Süd, Untergruppe Arnsberg 

