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Intention

Durch das Unterrichtsprojekt sollen die Studierenden Einblick gewinnen in das heute sehr bedeutsame und vielfältig angewendete Fachgebiet der Transportwegeoptimierung. In Form 

von z. B. der Nutzung von Geräten zur Routenplanung und elektronischer Fahrplanauskunft

begegnet uns diese Problematik ständig im Alltag. Um solche Probleme systematisch also computergerecht zu lösen, muss man ein abstrahierendes Vorgehen entwickeln und dieses Vorgehen verbal exakt (algorithmisch) formulieren. Der entwickelte Algorithmus muss in Anwendungen auf seine Tauglichkeit überprüft und nachvollzogen werden. 
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Austeilen und Erläutern des Materials, Auffinden der kürzesten Wege zu den 3 Eingangsbeispielen, Vorstellung und Diskussion der Lösungen im Plenum                1 Stunde

Verbale Beschreibung des Vorgehens zum Auffinden einer optimalen Lösung 

in Partnerarbeit, gegenseitige Überprüfung der Handlungsbeschreibungen an 

einem Beispiel                                                                                                               2 Stunden 

Korrektur der Handlungsbeschreibungen an Hand der Überprüfungsergebnisse,

Gruppenarbeit von zwei Zweiergruppen, die ihre Ergebnisse gegenseitig 

überprüft haben.                                                                                                             1 Stunde

Diskussion der Lösungsvorschläge im Plenum                                                         1-2 Stunden

Gesamtzeit :                                                                                                             5-6 Stunden

Einbettung der Reihe in die Sequenz zur Stochastik
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Ein bedeutsames Gebiet der Graphentheorie ist die Optimierung von Transportwegen. Dabei werden Darstellungen wie die folgende benutzt, die das U-Bahn-Liniennetz der Berliner Verkehrsgesellschaft (BVG) im Jahre 1966 zeigt.
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Auf Grundlage einer solchen Darstellung werden dann zum Beispiel optimale Fahrwege zwischen zwei vorgegebenen Haltestellen ermittelt.

Allgemein kann man ein solches Netz auch wie folgt darstellen :

                                      [image: image3.png]



Ein solches Netz heißt  ein Graph. Die mit Buchstaben gekennzeichneten Punkte heißen Knoten und die Verbindungslinien zwischen den Knoten heißen Kanten des Graphen. 

Man kann die Kanten noch gewichten, in einem Bahnnetz könnten damit z. B. die Entfernungen zwischen den Bahnhöfen in Kilometern oder die Zeitspannen zwischen den Bahnhöfen in Minuten gemeint sein.

(Das obige und die nachfolgenden Beispiele für Graphen stammen aus einer Ausarbeitung   

 von Brigitte Lutz-Westphal (TU Berlin). Die Graphen wurden teilweise um Knotennamen 

 und Entfernungsangaben ergänzt.)
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Beispielsgraphen zum Auffinden des kürzesten Weges zwischen zwei vorgegebenen Knoten
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Aufgabe

Finden Sie im oberen Graphen den kürzesten Weg von A nach B, im mittleren den kürzesten Weg von A nach P und im unteren Graphen den kürzesten Weg von A nach M. 

	Suche nach dem kürzesten Weg zwischen zwei Knoten in einem Graphen     
	JG 13

	Intention
	Verlauf
	Material 
	Orga
	Klausur 
	SchüLö
	Reflexion


Aufgabe 

Finden Sie mit Hilfe des im Unterricht besprochenen Verfahrens den kürzesten Weg von Knoten A zu Knoten K. Benutzen Sie dazu die beigefügte Tabelle.
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(Als mögliche Schülerlösung wird hier eine Lehrerlösung des Autors Wolfgang Emmerich vorgestellt.)

Algorithmus zum Auffinden des kürzesten Weges zwischen zwei Knoten in einem Graphen 

Algorithmusgrundprinzip : Aufsuchen des jeweils entfernungsmäßig nächsten Knotens zum Startknoten, bis der Endknoten der entfernungsmäßig  nächste Knoten ist oder alle Entfernungen vom Startknoten zu noch nicht untersuchten Knoten um höchstens 2 Entfernungseinheiten kürzer sind als eine ermittelte Weglänge vom Startknoten zum Endknoten

(Es wird vorausgesetzt, dass zwei Knoten einen Mindestabstand von 1 besitzen.)

Vorbereitung

Bei dem Algorithmus wird mit einer matrixartigen Tabelle gearbeitet, in deren Spalten in alphabetischer Reihenfolge alle Knotenbezeichnungen aufgeführt sind und deren Zeilen 

fortlaufend ab 1 nummeriert sind. Die Nummern bilden Entfernungsangaben.

In die Tabelle werden die Verknüpfungen der Knotennamen in der Reihenfolge ihres Besuchs eingetragen.

Eine in Anwendung des Algorithmus auftretende Verknüpfung wird in die Spalte eingetragen, in der der Knotenname steht, der in dem aktuellen Schritt des Algorithmus erreicht wird, und in die Zeile, die die Weglänge angibt, die vom Startknoten aus kumuliert bis zum Knoten benötigt wird.

1. Schritt   (Startschritt)

Man suche alle Knoten auf, die vom Startknoten aus mit einer Kante erreichbar sind.

In die Matrix wird dann jeweils der Name des Startknotens verknüpft mit dem Namen des erreichten Knotens in der Spalte des erreichten Knotens und in der Zeile der Weglänge

eingetragen.

Abbruchbedingung :  Existiert eine Kante vom Startknoten zum Endknoten und hat kein  

                                   Knoten einen um mindestens 2 geringeren Abstand zum Startknoten als 

                                   der Endknoten,  so stoppt der Algorithmus.  

2. Schritt   (Folgeschritt)

Ist die Abbruchbedingung nicht erfüllt, so macht man mit dem Knoten weiter, der den geringsten Abstand vom Startknoten besitzt. (Bei Gleichheit wird die Reihenfolge lexikographisch entschieden.) Zur besseren Übersicht wird der Startknoten in der Spaltenüberschrift gestrichen.

-2-
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Man suche alle Knoten auf, die vom 1. Folgeknoten aus mit einer Kante erreichbar sind.

In die Matrix wird dann jeweils der Name des 1. Folgeknotens verknüpft mit dem Namen des erreichten Knotens in der Spalte des erreichten Knotens und in der Zeile der kumulierten Weglänge vom Startknoten aus gesehen eingetragen, wenn

a) ein Knoten erreicht wird, in dessen Spalte noch kein Eintrag vorhanden ist,       oder

b) ein Knoten in kürzerer Zeit erreicht wird als der bisherige Eintrag in der Spalte des 

    Knotens. Zur besseren Übersicht wird dann der bisherige Eintrag gestrichen.

Abbruchbedingung :  Existiert eine Kante vom 1. Folgeknoten zum Endknoten und hat kein  

                                   Knoten einen um mindestens 2 geringeren Abstand zum Startknoten als   

                                   der Endknoten,  so stoppt der Algorithmus.  

n+1. Schritt   (Folgeschritt zum n. Schritt)

Ist die Abbruchbedingung beim n. Schritt nicht erfüllt, so macht man mit dem Knoten weiter, der den geringsten Abstand vom Startknoten besitzt und dessen abgehende Kanten noch nicht untersucht wurden. (Bei Gleichheit wird die Reihenfolge lexiographisch entschieden.) Zur besseren Übersicht wird der n. Knoten in der Spaltenüberschrift gestrichen.

Man suche alle Knoten auf, die vom n. Folgeknoten aus mit einer Kante erreichbar sind.

In die Matrix wird dann jeweils die Namen der n Vorgängerknoten verknüpft mit dem Namen des erreichten Knotens in der Spalte des erreichten Knotens und in der Zeile der kumulierten Weglänge vom Startknoten aus gesehen eingetragen, wenn

a) ein Knoten erreicht wird, in dessen Spalte noch kein Eintrag vorhanden ist,       oder

b) ein Knoten in kürzerer Zeit erreicht wird als der bisherige Eintrag in der Spalte des 

    Knotens. Zur besseren Übersicht wird dann der bisherige Eintrag gestrichen.

Abbruchbedingung :  a) Existiert eine Kante vom n. Folgeknoten zum Endknoten und hat 

                                     kein Knoten einen um mindestens 2 geringeren Abstand zum  

                                     Startknoten als der Endknoten, so stoppt der Algorithmus.  

                                    b) Sind alle Einträge in den Knotenspalten mindestens so lang wie der  

                                         bislang kürzeste Eintrag zum Endknoten, so stoppt der Algorithmus.
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Endtabelle zum 1. Beispiel aus der Eingangsaufgabe zum Auffinden eines kürzesten Weges nach dem von Wolfgang Emmerich entworfenen Algorithmus    

	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H


	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	AC
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	
	ACG
	

	4
	
	
	
	ACD
	
	ACGF
	
	

	5
	
	
	
	AD
	
	CF
	
	ACGFH

	6
	
	
	
	
	ACGFE
	
	
	GH

	7
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	 
	ACGFEB
	
	
	
	
	
	

	10
	 
	AB
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	


Entwicklung der Endtabelle aus den Tabellenänderungen für die einzelnen Knoten

Starttabelle zum Knoten A

	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H


	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	AC
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	AD
	
	
	
	

	6
	
	
	
	
	
	
	
	

	7
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	
	
	
	
	
	
	
	

	10
	 
	AB
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	

	12
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Tabelle nach Besuch des Knotens C


	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H


	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	AC
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	
	ACG
	

	4
	
	
	
	ACD
	
	
	
	

	5
	
	
	
	AD
	
	ACF
	
	

	6
	
	
	
	
	
	
	
	

	7
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	
	
	
	
	
	
	
	

	10
	 
	AB
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	

	12
	
	
	
	
	
	
	
	


Tabelle nach Besuch des Knotens G

	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H


	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	AC
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	
	ACG
	

	4
	
	
	
	ACD
	
	ACGF
	
	

	5
	
	
	
	AD
	
	ACF
	
	

	6
	
	
	
	
	
	
	
	ACGH

	7
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	9
	
	
	
	
	
	
	
	

	10
	 
	AB
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	

	12
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Tabelle nach Besuch des Knotens D


	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
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Tabelle nach Besuch des Knotens F

 
	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
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	10
	 
	AB
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	

	12
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Tabelle nach Besuch des Knotens H

 
	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H


	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	AC
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Tabelle nach Besuch des Knotens E

	Länge/Knoten
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
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Endtabelle zum 2. Beispiel der Eingangsaufgabe zum Auffinden des kürzesten Weges nach dem von Wolfgang Emmerich entwickelten Algorithmus


	Z/K
	A
	  B      
	  C
	  D 
	  E
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	   H
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	    J
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	O
	  P
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	AD
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	  8
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	  9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 10
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	 11
	
	
	
	
	ACE
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 12
	
	
	
	
	
	ACF
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 13
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ACFL
	
	
	
	

	 14
	
	
	
	
	
	
	
	ADH
	ADBI
	
	
	
	
	
	
	

	 15
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ACFM
	
	
	

	 16
	
	
	
	
	
	
	ADHG
	
	
	
	
	
	
	ACFN
	
	

	 17
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ADBIK
	
	
	
	
	

	 18
	
	
	
	
	
	
	ACFG
	
	
	ADBIKJ 
	
	
	
	
	
	

	 19
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ACFNP

	 20
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ADHGJ
	
	
	
	
	
	

	 21
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 22
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 23
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 24
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 25
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 26
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 27
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 28
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 29
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Damit ergibt sich als kürzester Weg    ACFNP   mit der Länge 19  
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Dieser Unterrichtsentwurf entstand angeregt durch einen Workshop zur Kombinatorischen Optimierung auf der Fortbildungsveranstaltung im Rahmen des Programms SINUS-TRANSFER am 7.5.04 im LSW Soest, der von Frau Brigitte Lutz –Westphal (TU Berlin) betreut wurde.

Der 1. Beispielsgraph in Material 2, in dem die Studierenden  eines 5. Semesters Abendgymnasium am WBK Neuss einen kürzesten Weg zwischen den Knoten A und B  finden sollen, diente u. a. auch den Teilnehmern dieses Workshops als Einstieg.

Mich reizte nach dem Workshop die Aufgabe, ohne vorher die Fachliteratur zu befragen, einen Algorithmus zu finden, mit dessen Hilfe man allgemein einen kürzesten Weg zwischen zwei vorgegebenen Knoten finden kann. Das Gelingen nahm ich als Indiz dafür, dass auch die Studierenden zu einer Lösung dieses Problems gelangen könnten. Die Entwicklung des Schülerlösung dargestellten Algorithmus empfand ich in der Ausformulierung als anspruchsvoll.

In einem ersten Versuch am Ende des 4. Semesters, der in einer Doppelstunde durchgeführt wurde, erwies sich diese Aufgabe für die Studierenden in der von mir gewählten Unterrichtskonzeption als zu schwierig. Ich hatte wie im Workshop nur das 1. Beispiel aus Material 2 vorgegeben. Die Studierenden fanden zwar relativ schnell für das konkrete Beispiel den kürzesten Weg, fühlten sich aber mit der Anschluss-Aufgabe, einen allgemein  verwendbaren Algorithmus zu finden, überfordert. Die Studierenden und ich haben uns dann geeinigt, dass ich Ihnen den von mir entwickelten allgemein verwertbaren Algorithmus vorgebe und sie diesen Algorithmus an Hand einiger Beispiele (Beispiele 2 und 3 aus Material 2) nachvollziehen.

In der 1. Klausur des 5. Semesters will ich dann eine Aufgabe wie im Klausurbeispiel stellen.  

Ich will im kommenden Semester mit der im Verlaufsplan dargestellten überarbeiteten Konzeption einen 2. Versuch in dem Parallelkurs unternehmen und werde zur gegebenen Zeit über das Versuchsergebnis berichten. 

Neuss, im Juli 2004







