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	· Lineare Funktionen

· Verknüpfung von Funktionsgraphen

· Graphische Verfahren
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	· Kleingruppenarbeit

· Internet als Quelle zum Selbstlernen
	
	· Lösungsstrategien bei offenen Aufgaben entwickeln

· Sich mit neuen Sachverhalten auseinandersetzen

· Analyse komplexer graphischer Darstellungen


Meine Intentionen bei der Planung der Unterrichtseinheit finden sich in dem folgenden Text wieder:
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	Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung ist ein Spezialfall der mathematischen Optimierung. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dass sowohl die Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen durch lineare mathematische Beziehungen ausgedrückt werden können. 

Die Behandlung linearer Optimierungsprobleme in einem anwendungsbezogenen Mathematikunterricht eröffnet vielfältige Möglichkeiten. Die Probleme sind einfacher Natur und die Lösungsmethoden sind vielfältig. Das Lösen linearer Optimierungsprobleme eignet sich besonders für die Festigung mathematischer Verfahrensweisen. So wird das Umformen von Gleichungen und Ungleichungen, das graphische Lösen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen, das Umwandeln abstrakter Aufgabenstellungen in geometrische Inhalte und lineare Funktionen geübt. 

Im folgenden Artikel werden verschiedene Möglichkeiten vorgestellt, wie einem solchen linearen Optimierungsproblem begegnet werden kann. 



  Bert Zimmer - 13. März 2001 
  'Optimierung in der Schule' 


Um das Umwandeln abstrakter Aufgabenstellungen in geometrische Inhalte und lineare Funktionen zu vertiefen, habe ich als Einstieg in die Unterrichtseinheit einen relativ komplexen Text vorgelegt, den ich vor einigen Jahren einem Preisausschreiben für Lehrer der Firma SHARP entnommen habe (siehe Material 1).
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Möglicher Verlauf:

	Einstiegsbeispiel (Material 1)
	1 h

	Graphisches Lösungsverfahren dazu
	1 h

	Beispielaufgaben (Material 2)
	2 h

	Internet-Einsatz
	1 h

	Übungsaufgaben (Material 3)
	2 h

	Gesamtstundenzahl
	7 h


Die Schülerinnen und Schüler bekamen den Auftrag, zum Einstiegsbeispiel in Kleingruppen eine Lösungsstrategie zu entwickeln, diese soweit wie möglich zu realisieren und anschließend vorzustellen.

Aufgefallen ist mir, dass keine Gruppe von Anfang an Variable für die drei Gerätetypen benutzt hat, sondern zunächst einmal die Mindestbedingungen (50 Kopierer und 75 Druckkopierer) und deren Auswirkung auf die Arbeitszeit und die Schraubenanzahl untersucht hat, um dann den Rest an Arbeitszeit und Schrauben irgendwie zu verteilen. Die Bedeutung von „mindestens 13.500 Schrauben pro Tag“ und „mindestens 1.140 Arbeitsstunden“ wurde in den Gruppen ausgiebig diskutiert. Erst im Anschluss an diese relativ lange Klärungsphase wurden in den Gruppen Variable für die Gerätetypen eingeführt. Die Vorstellung der Lösungsstrategien endete mit der gelungenen Umwandlung der komplizierten Aufgabenstellung in ein System von Gleichungen bzw. Ungleichungen.

Die Schülerinnen und Schüler versuchten eine rechnerische Lösung mit Blick auf bekannte Verfahren bei linearen Gleichungssystemen, erkannten jedoch die Schwierigkeit bei der Anwendung auf lineare Ungleichungen. Es gelang jedoch die Elimination einer Variablen, so dass sich anschließend die Nebenbedingungen nur noch als Problem mit 2 Variablen präsentierten. Die graphische Darstellung geschah auf meinen Impuls hin, das sog. Planungsgebiet wurde dann von den Schülerinnen und Schülern entworfen.

Beim Aufstellen der Zielfunktion wurde für die Produktionskosten eine Variable K eingeführt, beim Umstellen der Ungleichung wurde erkannt, dass K nicht in die Steigung der zugehörigen Geraden einfließt, sondern nur deren y-Achsenabschnitt beeinflusst. Also wurde vorgeschlagen, willkürlich eine Gerade mit der passenden Steigung einzuzeichnen und diese parallel im Planungsgebiet zu verschieben, wobei erst noch einmal geklärt werden musste, wie die K den y-Achsenabschnitt beeinflusst, also in welche Richtung die Gerade verschoben werden musste.

Zum Schluss wurde die graphische Lösung mit Blick auf die Aufgabenstellung interpretiert.

Zur Übung und für die Hausaufgabe wurde folgendes Arbeitsblatt eingesetzt:

(siehe Material 2)
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Die Lösungen wurden nicht im Unterricht besprochen, sondern die Schülerinnen und Schüler hatten die Gelegenheit, in Kleingruppen im Computerraum eigenständig ihre Lösungen mit der Darstellung der Lösungen im Internet zu vergleichen. Ich habe die Schülerinnen und Schüler zudem darauf hingewiesen, dass diese Quelle – quasi als Lehrbuchersatz – geeignet ist, das graphische Lösungsverfahren zu vertiefen und zudem weitere Informationen einzuholen.

Danach wurde ein „Tischlereiproblem“ (Quelle: www.maphi.de/mathematik/opt_linear_aufgabe.html) bearbeitet, wobei sich auch hier die Möglichkeit bot, entsprechend den Fähigkeiten der Schülerinnen und Schüler zu diesem Zeitpunkt zu differenzieren. Zum einen konnte im Computerraum die im Internet ausführlich dargestellte Lösung nachvollzogen werden, zum anderen bestand die Möglichkeit, die Lösung erst einmal selbst zu entwerfen und das Internetangebot nur zur Kontrolle zu verwenden. Von beiden Möglichkeiten wurde im Kurs Gebrauch gemacht.

Zur weiteren Vertiefung wurde folgendes Arbeitsblatt zusammengestellt: (siehe Material 3)
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Ein Elektronikhersteller produziert Kopiergeräte, Drucker und so genannte Druckkopierer, die beide Funktionen in sich vereinigen. Die Erfüllung von Lieferverträgen erfordert, dass pro Tag mindestens 50 Kopierer und 75 Druckkopierer produziert werden. Insgesamt verlassen täglich 500 Geräte das Werk. Für die Montage sind bei Kopierern 2,4 Stunden, bei Druckern 1,2 Stunden und bei Druckkopierern 3,0 Stunden erforderlich. Da zusätzliche Arbeitskräfte eingestellt werden, stehen pro Tag mindestens 1.140 Arbeitsstunden zur Verfügung. Für Kopierer werden 35, für Drucker 15 und für Druckkopierer 30 Spezialschrauben benötigt. Das Unternehmen kauft diese Schrauben bei einer Zulieferfirma, die aus Kostengründen mindestens 13.500 Schrauben pro Tag produzieren und liefern muss. Die Produktionskosten betragen bei Kopierern 300, bei Druckern 150 und bei Druckkopierern 350 Mark. Wie viele Geräte der verschiedenen Typen muss das Unternehmen produzieren, um die Produktionskosten möglichst gering zu halten?
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Leichte Beispielaufgaben
"Zeltekauf"

Eine Jugendgruppe beschließt, Zelte einzukaufen. In einem Sonderangebot werden zwei verschiedene Sorten von Zelten für jeweils 10 und 15 Personen preiswert angeboten. Von den 10-Personenzelten sind noch 5 und von den 15-Personenzelten nur noch vorrätig. Die Zelte für 10 Personen kosten 200 DM je Stück und diejenigen für 15 Personen insgesamt 400 DM je Stück. Die Jugendgruppe kann insgesamt höchstens 1800 DM für die Zelte ausgeben. Wie viele 10- und 15-Personenzelte kann die Jugendgruppe kaufen, damit eine möglichst große Anzahl von Jugendlichen in den Zelten untergebracht werden kann?
Quelle: www.mathekiste.de/html10/linopt/lineareopt3.htm

  schwere Beispielaufgabe
Das "Sortimentproblem" 


Ein Hersteller produziert zwei Sortimente eines Artikels, der aus Teilen besteht, die geschnitten, zusammengebaut und fertiggestellt werden müssen. Der Unternehmer weiß, dass er so viele Artikel verkaufen kann, wie er produziert. Sortiment 1 benötigt 25 Minuten zum Zerschneiden, 60 Minuten zum Zusammenbau und 68 Minuten, um es verkaufsfertig zu machen. Es erzielt 30 DM Gewinn. Für Sortiment 2 braucht man 75 Minuten zum Schneiden, 60 Minuten für den Zusammenbau und 34 Minuten, zur Fertigstellung. Dieses Sortiment erzielt einen Gewinn von 40 DM. Es stehen nicht mehr als 450 Minuten zum, Zerschneiden, 480 Minuten zum Zusammenbau und 476 Minuten zum Fertigstellen pro Tag zur Verfügung. Nun stellt sich dem Unternehmer die Frage, wie viele Artikel von jedem Sortiment jeden Tag produziert werden müssen, um den Gewinn zu maximieren. 

Quelle: www.mathekiste.de/html10/linopt/lineareopt4.htm
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Übungsaufgaben zur linearen Optimierung

(1) In einer Abfüllanlage für Fruchtsäfte wird Apfelsaft, Orangensaft und Traubensaft abgefüllt. Es stehen täglich genau 5000 Flaschen zur Verfügung. Die Füllmaschine für Apfelsaft schafft maximal 2400 Flaschen pro Tag, die Maschinen für Orangensaft und für Traubensaft schaffen jeweils höchstens 3200 Flaschen am Tag. Beim Apfelsaft wird ein Gewinn von 8 Cent, beim Orangensaft von 6 Cent und beim Traubensaft von 4 Cent pro Flasche erzielt.

Wie viele Flaschen von jeder Sorte müssen abgefüllt werden, um den maximalen Gewinn zu erzielen?

(2) Ein neues Schulgebäude mit einer Bodenfläche von 3000 m
[image: image2.wmf]2

 soll so mit einem Kunststoffbelag versehen werden, dass die Anschaffungskosten möglichst gering sind. Mindestens 800 m
[image: image3.wmf]2

 sollen mit dem Kunststoff A belegt werden. Für die restliche Fläche stehen die Kunststoffbeläge B und C zur Verfügung.

Die Lieferungs- und Verlegungskosten betragen pro m
[image: image4.wmf]2

:

Bei Kunststoff A 30€, bei B 15€ und bei C 10€.

Die Reinigungskosten betragen pro Jahr und m
[image: image5.wmf]2

:

Bei Kunststoff A 5€, bei B 8€ und bei C 10€

Für die Reinigungskosten steht im Jahr ein Höchstbetrag von 20000 € zur Verfügung.

Wie sind die Beläge auszuwählen?

(3)
Das Reiseunternehmen Adventure Tours will Kanureisen in sein Programm aufnehmen. Zu diesem Zweck sollen Zweier- und Dreier-Wanderkanadier angeschafft werden. Erfahrungsgemäß werden zweisitzige Kanus bevorzugt, da sie mehr Platz für das Gepäck haben und etwas leichter sind. Deshalb sollen mindestens doppelt so viele Zweierkanus wie Dreierkanus zur Verfügung stehen. Mindestens fünf Dreierkanus sollten aber vorhanden sein, da gelegentlich Kinder mitgenommen werden. Es soll für mindestens 45 Teilnehmer Platz vorhanden sein. Zunächst schafft man zur Probe gebrauchte Kanus zum einheitlichen Preis von jeweils 1500 € für beide Typen an.

Quellengaben:    (1)
ABAKUS Angewandte Mathematik, Verlag F. Schöningh S.77



    (2)
Lineares Optimieren, Verlag Diesterweg Salle S.6/7


                (3)
ABAKUS Angewandte Mathematik, Verlag F. Schöningh S.77
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· Selbständige Auseinandersetzung mit einem komplexen neuen Sachverhalt in Kleingruppen

· Vorstellung der Ergebnisse sowie Aktivierung und Integration von Vorwissen bei der zeichnerischen Lösung im Unterrichtsgespräch

· Vergleich eigener Hausaufgaben mit Lösungen aus dem Internet zur individuellen Lernerfolgskontrolle

· Leistungsdifferenzierung beim „Tischlereiproblem“ nach Selbsteinschätzung
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2. Klausur GK Mathematik 12.1 (Mühlenfeld) 14.1.2004

Aufgabe 1

Der Querschnitt einer Regenrinne ist ein Rechteck mit unten angesetztem Halbkreis. Eine Querschnittsfläche von A = 50 cm2 reicht aus, um auch bei starkem Regen das Wasser zügig abfließen zu lassen.

(a) Fertigen Sie eine beschriftete Skizze.

(b) Zeigen Sie, dass für den Umfang U dieser Rinne  in Abhängigkeit vom Kreisradius r die Beziehung 
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 gilt.

(c) Geben Sie ein mit Blick auf die Aufgabenstellung sinnvolles Intervall für den Radius r an.

(d) Bestimmen Sie rechnerisch, bei welchen Ausmaßen der Umfang der Regenrinne minimal ist und wie groß der minimale Umfang ist.

Aufgabe 2

Ein Landwirt hat 50 Morgen Land für den Anbau von Braugerste und Zuckerrüben zur Verfügung. Die Fläche soll so genutzt werden, dass der Gesamtgewinn möglichst groß ist.

Der Gewinn bei einem Morgen Braugerste beträgt 200 €, bei einem Morgen Zuckerrüben 600 €.

Für die Arbeit im Frühjahr sind bei Gerste 10 Stunden, bei Zuckerrüben 40 Stunden je Morgen erforderlich. Während dieser Zeit stehen insgesamt 800 Arbeitsstunden zur Verfügung.

Für die Erntearbeit sind bei Gerste 8 Stunden, bei Zuckerrüben 20 Stunden je Morgen notwendig. Während dieser Zeit stehen insgesamt 460 Stunden zur Verfügung.

Wegen des notwendigen Fruchtwechsels dürfen nicht mehr als 15 Morgen Zuckerrüben angebaut werden.

(a)
x sei die Anzahl der Morgen Land, auf dem Braugerste und y sei die Anzahl der Morgen Land, auf dem Zuckerrüben angebaut werden.


Erläutern Sie anhand des Textes stichwortartig die folgenden Nebenbedingungen:

(1) x>0 ; y>0

(2) x + y < 50

(3) 10x + 40y < 800

(4) 8x + 20y < 460

(5) y < 15

(b)
Ermitteln Sie graphisch mit Hilfe der Angaben aus Teil (a) das „Planungsgebiet“.

(c) 
Stellen Sie die Zielfunktion auf und ermitteln Sie graphisch die Werte für x und y, so dass der Gewinn maximal ist.
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Aufgabe 3

Auf dem nächsten Weihnachtsmarkt sollen Nistkästen, Futterhäuschen und Vogelkäfige aus Holz angeboten werden. Insgesamt sollen 80 Artikel im Angebot sein. Die Artikel werden in verschiedenen Familienbetrieben in Heimarbeit hergestellt. Der Nistkästenlieferant kann maximal 50 Nistkästen liefern, der Hersteller der Futterhäuschen kann aus Kapazitätsgründen höchstens 30 Stück abliefern, der Betrieb für die Vogelkäfige macht eine Zusage für maximal 40 Käfige, verspricht aber mindestens 10 zu liefern. Der Verkäufer auf dem Weihnachtsmarkt zahlt im Einkauf für einen Nistkasten 12 €, für ein Futterhäuschen 11 € und für einen Käfig 10 €.

Ermitteln Sie unter Kostengesichtspunkten die Zusammensetzung seines Angebotes, indem Sie zunächst die Nebenbedingungen aufstellen, graphisch das Planungsgebiet markieren und mit Hilfe der Zielfunktion die Kosten minimieren.
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Eine Schülerlösung liegt nicht vor, ersatzweise wird die Lösung der Klausur dargestellt.

Aufgabe 1
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 rechte Grenze ist erreicht für h=0, also 
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 relatives Minimum bei r = 
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Einsetzen ergibt h = 0 cm und U = 17,7 cm2.

Aufgabe 2

(a)
(1)
Beide Sorten können angebaut werden, müssen aber nicht.


(2)
max. 50 Morgen Land stehen zur Verfügung.


(3)
10x: Arbeitszeit für x Morgen Gerste; 40y: Arbeitszeit für y Morgen Zuckerrüben; 

zusammen höchstens 800 Arbeitsstunden


(4)
8x: Erntezeit für Gerste; 20y: Erntezeit für Zuckerrüben, zusammen höchstens 460 

Stunden


(5)
nicht mehr als 15 Morgen Zuckerrüben

(b)
(1)
x > 0 ; y > 0


(2)
y < -x + 50


(3)
y < -0,25x + 20


(4)
y < -0,4x + 23


(5)
y <  15
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Aufgabe 3

x  Anzahl der Nistkästen

y: Anzahl der Futterhäuschen

z: Anzahl der Vogelkäfige

Nebenbedingungen:

(1) x + y + z = 80

(2) x < 50

(3) y < 30

(4) z < 40

(5) z > 10

aus (1): 
z = 80 - x – y

in (4):

80 - x – y < 40, also y > 40 – x

und in (5)
80 - x – y > 10, also y < 70 – x

Für das Planungsgebiet:
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x < 50

y < 30

y > 40 – x
y < 70 – x
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Im Rückblick bin ich mit dem Ablauf der Unterrichtseinheit sehr zufrieden. Das Interesse und die Bereitschaft zur Mitarbeit waren sehr hoch, was ich auf folgende Aspekte zurückführe:

· Den Ausgangspunkt bildete ein reales Problem

· Förderung der Eigentätigkeit auch bei der Bearbeitung neuer Sachverhalte

· Möglichkeiten zum eigenständigen Zeichnen und Probieren

· Einsatz des Internets als Lehrbuchersatz

· Stellenwert der Mathematik nicht überbetont

· Rückgriff auf verfügbares Grundwissen (lineare Funktionen)

· Reduzierung der mathematischen Anforderungen

· Klärung des Stellenwertes der Mathematik bei praktischen Problemen

Einige Schülerinnen aus dem Kurs entwarfen zum Ende der Unterrichtsreihe sogar eigene Aufgaben, thematisch zur Vorweihnachtszeit passend („Plätzchen backen“).

Bei einer erneuten Durchführung dieser Reihe würde ich am Anfang wesentlich mehr Zeit einräumen, da die Probierphasen in der Kleingruppenarbeit doch zeitintensiv sind, mein zeitweises „Drängeln“ geschah mit Blick auf die Weihnachtsferien; die Unterrichtsreihe sollte vorher beendet werden. 








































Zeichnerische Lösung:


x = 10


y = 30


also z = 40


Die Kosten betragen dann 850 €.





Zielfunktion:


Kosten K = 12x + 11y + 10z


z = 80 - x – y


K = 12x + 11y + 10(80 - x – y)


K = 12x + 11y + 800 – 10x – 10y


K = 2x + y + 800


Also


y = -2x + K - 800





Die Kosten sollen minimal sein, also muss der y-Achsenabschnitt möglichst klein sein, die Gerade wird also nach unten verschoben.





(c)	G = 200x + 600y


	� EMBED Equation.3  ���


	G maximal, also muss der y-	Achsenabschnitt möglichst 	groß werden, die Gerade muss 	also 	nach oben verschoben 	werden.





Zeichnerisch: x = 20, also y = 15


Maximaler Gewinn: 13000 €
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(b)	� EMBED Equation.3  ���
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	� EMBED Equation.3  ��� ; einsetzen in U ergibt:
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