	Ein  Sammelproblem

	Sebastian ist ein begeisterter Anhänger der Comicserie Dauer-Rangers. Es freut ihn deshalb sehr, dass der Cornflakes-Hersteller Gell-Lok seinen Produkten je eine von sechs Hauptfiguren der Comicserie beilegen will. Leider lässt sich beim Kauf einer Packung nicht feststellen, welche der sechs Figuren darin enthalten ist. 

Sebastian meint: ”Ich müsste schon großes Glück haben, wenn ich nach dem Kauf von sechs Packungen einen vollständigen Figurensatz gesammelt hätte, aber ich gehe jede Wette ein, dass meine Sammlung nach dem Kauf von 12 Packungen vollständig sein wird.“

Sebastians Freundin Clara Clever erwidert: ”Ich halte dagegen, und wir werden die Wette gleich entscheiden!“

Sebastian: ”Wir haben doch gar nicht soviel Geld, um die Packungen zu kaufen.“

Clara: ”Das brauchen wir auch nicht. Mit Hilfe eines Würfels oder eines Kartenspiels können wir die

Situation nachspielen und unsere Wette entscheiden. “

a) Spielt das Sammelproblem zu zweit mindestens 10mal durch und protokolliert eure Ergebnisse.

b) Sebastian hat mittlerweile 20 Packungen gekauft, aber immer noch fehlt ihm seine Lieblingsfigur. Da auch seine sammelnden Freunde diese Figur noch nicht auffinden konnten, hegt er den Verdacht, dass seine Lieblingsfigur nicht so oft in den Packungen vorkommt wie die anderen Figuren. 
Auch eine solche Situation lässt sich mit Hilfe von Zufallsgeräten (Würfel, Karten, Münzen) nachspielen. Legt in Partnerarbeit die „Spielregeln“ fest und spielt die neue Situation mindestens 5mal durch. Protokolliert eure Spielregeln und Ergebnisse.

                                  ----------------------------------------------------------

c) Nachdem Sebastian und Clara das Sammelproblem sehr häufig nachgespielt haben, stellen sie fest, dass für eine vollständige Sammlung im Durchschnitt 14,7 Versuche erforderlich sind. Andererseits zeigen die Versuchsergebnisse, dass Sebastian schon dann einen kleinen Gewinnvorteil erlangt, wenn er auf höchstens 13 zu kaufende Packungen wettet. Wie lässt sich diese erstaunliche Beobachtung erklären?


Steckbrief der Aufgabe

Inhaltliche Kurzbeschreibung: 
Regelmäßig versuchen Lebensmittelhersteller ihren Umsatz durch die Beigabe von Sammelfiguren zu steigern. In der vorliegenden Aufgabe soll dieser Vorgang simuliert werden. Der Schwerpunkt der Aufgabe liegt im Modellieren und Validieren. 

Funktion der Aufgabe: 

Erwerb von Kompetenzen: 

Modellieren, hier insbesondere Mathematisieren in Teil a) und Validieren in Teil b), 

Erheben und Auswerten von Daten

Doppeljahrgangsstufe: 7/8
Schulformen, in denen entwickelt/ erprobt wurde: 

Gesamtschule, Klasse 8

Erforderliche Vorkenntnisse:  

Grundrechenarten und einfache Laplacewahrscheinlichkeiten

Bezug zu den Kompetenzen des Kernlehrplans: 
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Modellieren – Modelle erstellen und nutzen


	
	Kernlehrplan
	Hier speziell

	Mathematisieren
	übersetzen einfache Realsituationen in mathematische Modelle (Zuordnungen, lineare Funktionen, Gleichungen, Zufallsversuche)
	simulieren Sammelprobleme mit Hilfe eines Zufallsgeräts (Würfel, Kartenspiel, Münze u.a.) unter Annahme einer Gleichverteilung

	Validieren
	überprüfen die im mathematischen Modell gewonnenen Lösungen an der Realsituation und verändern ggf. das Modell
	simulieren Sammelprobleme auch für nicht gleich verteilte Sammelobjekte
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Stochastik – mit Daten und Zufall arbeiten


	
	Kernlehrplan
	Hier speziell

	Auswerten
	bestimmen relative Häufigkeiten, arithmetisches Mittel und Median
	bestimmen das Arithmetische Mittel und den Median der Simulationsergebnisse


Mögliche Schülerlösungen: 

Zu a): Der Sammelvorgang wird durch das Werfen eines Würfels simuliert. Es wird solange gewürfelt, bis jede Augenzahl mindestens einmal aufgetaucht ist. (Zur Orientierung: Der Erwartungswert beträgt 14,7 und die Varianz 38,99). Eine Minderheit von Schülerinnen und Schülern beschränkt sich darauf, die Wette zwischen Sebastian und Clara zu entscheiden und bricht das Spiel nach 12 Würfen ab. 

Zu b) Dieser Aufgabenteil bietet viele Lösungsmöglichkeiten. Mit Hilfe eines Quartettspiels lassen sich z.B. folgende Wahrscheinlichkeitsaufteilungen simulieren: Die Auswahl von fünf vollständigen Quartetten und einer Einzelkarte führt zur Aufteilung 
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, oder die Wahl von drei Karten aus einem Quartett und je zwei Karten aus vier Quartetten und einer Einzelkarte führt zur Aufteilung 
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, wobei sich letztere Aufteilung auch durch zwei Würfel oder einem Würfel und einer Münze simulieren lässt. (Die Theorie liefert die Erwartungswerte 
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Zu c) In etwa der Hälfte aller Fälle (51%) genügt der Kauf von 13 Packungen. Der deutlich höhere Durchschnittswert wird dadurch verursacht, dass die Packungsanzahl nach unten durch 6 zu kaufende Packungen begrenzt ist, nach oben aber  im Prinzip nicht begrenzt ist.

Anmerkung: Die oben angegebenen Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte dienen lediglich zur Orientierung für die Lehrenden. Ihre Herleitung gehört nicht zu den Basiskompetenzen und ist eher in der Sekundarstufe 2 anzusiedeln).

Erprobte Unterrichtsorganisation: 

Den Schülerinnen und Schülern wird zunächst die Sachsituation auf Folie präsentiert.

In der Erprobung zeigte sich, dass die Lernenden recht schnell auf die Idee kamen, das Sammeln durch das Werfen eines Würfels zu simulieren (siehe Aufgabenteil a)).Sämtliche Simulationsergebnisse sollten an der Tafel oder auf Folie gesammelt werden.

Die Mehrzahl der Schüler und Schülerinnen ging dabei intuitiv von einer Gleichverteilung aus. Lernende, die auf Grund ihrer Erfahrungen das Problem der Ungleichverteilung ansprechen, geben einen wichtigen Impuls zum Aufgabenteil b).

Aufgabenteil c) sollte nicht gleichzeitig mit Teil a) gestellt werden, da die Lernenden sonst für die in Aufgabenteil a) zu ermittelnden Daten keine Erwartungshaltung aufbauen würden.

Mögliche Variationen der Aufgabe:

Zu a): Spielt das Sammelproblem zu zweit mit zwei verschiedenen Zufallsgeräten je 5mal durch und protokolliert eure Ergebnisse.

Für leistungsstarke Gruppen kann Aufgabenteil c) offener formuliert werden:

Wer ist bei der obigen Wette im Vorteil? Wie müsste die Wette geändert werden, damit die Gewinnchancen in etwa ausgeglichen sind?

 Im Idealfall entdecken die Lernenden selbstständig, dass der Median der Versuchsergebnisse deutlich unter dem arithmetischen Mittel liegt und führen dieses auf die Robustheit des Medians gegenüber „Ausreißern“ zurück.

Anmerkungen zum Einsatz neuer Medien:

Die oben erwähnten Zufallsversuche sollten im Unterricht durchgeführt werden. Zusätzlich stehen folgende Javascript-Programme zur Verfügung. 

In diesen Programmen können die mit Würfeln oder Karten durchgeführten Zufallsexperimente simuliert werden. Dabei kann man die Wettbedingungen verändern (Anzahl der Versuche, Anzahl der Schachtel). Der Vorteil besteht darin, dass man in kurzer Zeit eine große Anzahl von Daten erhält. Die Programme bestimmen die Durchschnittszahl der zu kaufenden Packungen für einen vollständige Serie und die Anzahl der Versuche, bei denen die Wette gewonnen wird. In der Regel werden die Lernenden die in Aufgabenteil c) angesprochenen Fragestellungen nur mit Hilfe von Computersimulationen bearbeiten können.

Sammelfigurenwettsimulation.htm simuliert das Sammelproblem mit der Aufteilung 
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Sammelfigurenwettsimulation_1durch21.htm simuliert das Sammelproblem mit der Aufteilung 
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sammelfigurenwettsimulation_1durch12.htm simuliert das Sammelproblem mit der Aufteilung 
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