Lehrplannavigator KLP SllI - Mathematik Einfihrungsphase E-Al

Ubergang SI-Sll konkretisiert am Unterrichtsvorhaben zu exponentiellen Wachstumsprozessen

Ubergang SI-SII konkretisiert am Unterrichtsvorhaben zu exponentiellen
Wachstumsprozessen

Autoren:
Dr. V. Schubert
Arbeitsgruppe Materialentwicklung QUA-LIS NRW

Juni 2014

Kurzbeschreibung

Das vorliegende Konzept eines Unterrichtsvorhabens zu exponentiellen Wachstumsprozessen beschéf-
tigt sich mit der Problematik, im Bereich des Potenzkalkuls die Anschlussfahigkeit zwischen Sekun-
darstufe | und Il herzustellen, ohne daflir eine isolierte Unterrichtsreihe vorzusehen. Vielmehr wird
versucht, die Potenzrechenregeln genetisch in eine Unterrichtsreihe ber exponentielle Wachstums-
prozesse einzubinden und den im Schulerdenken starker vernetzten Funktionsbegriff als Leitidee zu
nutzen.

Dazu werden 6 Unterrichtseinheiten im Gesamtumfang von 8 Unterrichtsstunden & 45 Minuten vorge-
stellt. Zusatzlich wird es erforderlich sein, algebraische Rechentechniken durch differenzierende, indi-
viduelle Zusatzangebote aus Aufgabensammlungen diagnosegestitzt zu tGben. Kirzungen sind bei den
beiden letzten Unterrichtseinheiten ohne Gefahrdung des Kerns méglich, da das Thema in der Qualifi-
kationsphase wiederaufgegriffen wird.

Als weitere Materialien werden unterrichtsbegleitende Diagnosebdgen beigegeben, die den unver-
zichtbaren Selbstlernprozess unterstiitzen sollen. Idealerweise wird diese Arbeit durch ein koordinier-
tes Vorgehen in den Vertiefungskursen unterstiitzt, da gerade die aus fachlicher Sicht schwacheren
Schilerinnen und Schuler zugleich eine weniger gut ausgepragte Selbstlernkompetenz mitbringen und
daher zusétzlicher, auch methodischer Unterstiitzung beddrfen. Abgerundet wird das Angebot durch
eine auf die Unterrichtsreihe abgestimmte Leistungsuberprifung.

Der Rolle des GTR soll insoweit besondere Beachtung geschenkt werden, als die Lernenden in den
meisten Féllen noch wenig Erfahrung im Einsatz des Gerétes zum Zeitpunkt des Unterrichtsvorhabens
haben diirften. Daher wird jeweils aufgezeigt, wo bestimmte Funktionalitdten in Verknipfung mit dem
neuen Thema erlernt werden kénnen.

Als weitere prozesshezogene Kompetenz steht das Modellieren besonders im Fokus. Es wird sicherge-
stellt, dass sowohl praktisch relevante, diskrete und kontinuierliche Wachstumsprozesse (Verzinsung,
Vermehrung von Pflanzen) als auch Zerfallsprozesse (Inflation, Bierschaumzerfall) eine Rolle spielen.
Dem Bierschaumzerfall wurde der Vorzug vor dem radioaktiven Zerfall gegeben, um eine kritische
Diskussionen der Modellierung ausdriicklich anzuregen.
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Ubersicht Uiber die Unterrichtseinheiten

1. Das Prinzip exponentiellen Wachstums erarbeitet an einem Gedankenexperiment (Ein-
zelstunde).

2. Vergleich von exponentiellem und linearem Wachstums am Beispiel von Verzinsung
mit dem Ziel, den Begriff des Wachstumsfaktors zu erarbeiten (Doppelstunde).

3. Beschreibung eines kontinuierlichen Wachstumsprozesses durch eine Exponentialfunk-
tion als Zugang zur kontextgestitzten Deutung nicht-natlrlicher Potenzen (Einzelstun-
de).

4. Modellierung einer Messreihe durch eine Exponentialfunktion am Beispiel des Bier-
schaumzerfalls (Einzelstunde).

5. Eine Funktionenwerkstatt zu Exponentialfunktionen (Doppelstunde).

6. Wie man eine Exponentialfunktion durch zwei Punkte legt (Einzelstunde).
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Kurzbeschrei- Didaktische Unterrichtsma- . Leistungsuber-
. i . Lehrplanbezug Diagnose M
bung Hinweise terial prufung

Didaktische Hinweise

Problemanzeige und Intentionen

Die vorgelegte Reihe setzt die Lehrplanvorgabe ,Schilerinnen und Schiler beschreiben
Wachstumsprozesse mithilfe linearer Funktionen und Exponentialfunktionen® so um, dass
ein Schwerpunkt im Bereich des Modellierens gesetzt wird und zugleich wichtige Grundfunk-
tionen des GTR im Bereich der Tabellenkalkulation genutzt werden. Eine weitere Intention
besteht darin, dieses Unterrichtsvorhaben an den Anfang der Einflhrungsphase zu setzen
und dabei eine Schwierigkeit anzugehen, die sich durch den Ubergang aus dem verkiirzten
Bildungsgang G8 am Gymnasium sowie aus Grundkursen an den Gesamtschulen ergibt. Es
ist moglich, dass Schulerinnen und Schiler die Potenzrechenregeln nicht mehr automatisch
in die gymnasiale Oberstufe mitbringen. Allenfalls die Grundvorstellung ,Potenz zahlt Fakto-

m+n

ren®, die in der Regel a™-a" =a
setzt werden. Klafft hier also eventuell eine Anpassungsliicke zwischen den Kernlehrplanen?
Wie kann sie geschlossen werden? Ein Blick auf die Inhalte der Q-Phase lasst erkennen,
dass Potenzrechenregeln im Umgang mit ganzrationalen Funktionen eine Nebenrolle spielen
und dafir eher im Bereich der — aus Anwendersicht relevanteren — Exponentialfunktionen
bendtigt werden. Daher sollen sie auch hier in dieses Thema integriert werden.

(m,neIN) zum Ausdruck kommt, kann wohl vorausge-

Didaktische Begriindung des Konzeptes

Es hat sich bei der Durchfihrung ahnlich aufgebauter Unterrichtsvorhaben gezeigt, dass
Schilerinnen und Schiler innerhalb des Themas ,Exponentielles Wachstum* gut in der Lage
sind, Potenzrechenregeln mit Fragestellungen im Kontext zu vernetzen und in heuen Kontex-
ten anzuwenden. Dagegen bieten die Potenzfunktionen keine vergleichbar guten Moglichkei-
ten. Auch wenn Potenzfunktionen in der Systematik traditionell vor den Exponentialfunktio-
nen stehen, gibt diese Reihenfolge kein didaktisches Vorgehen vor. Lernende betrachten
Terme der Art a* oder x* grundsatzlich nicht unterschiedlich, wenn ihnen der funktionale
Aspekt fehlt, der Ublicherweise x in die Rolle der Variablen und a in die Rolle eines Para-
meters zwingt. Diese Doppelbddigkeit macht eine Schwierigkeit des abstrakten Umganges
mit Potenztermen aus, die durch die klare Entscheidung zugunsten einer funktionalen Be-
trachtung f, :x+>a* ein Stiick weit behoben wird. Die Funktionen werden im Unterrichts-

vorhaben als einparametrige Funktionsschar mit dem GTR analysiert. Die Bestimmung einer
geeigneten Basis a ist eine der grundlegenden Aufgabenstellungen sowohl im Modellie-
rungs- als auch im innermathematischen Problemldsebereich.

Bildungswert des Potenzkalkils

Das beschriebene Vorgehen entspricht dem in NRW praktizierten Vorgehen, den Kompe-
tenzbereich K5 der Bildungsstandards ,Mit Mathematik symbolisch / formal / technisch um-
gehen” in alle Ubrigen Bereiche zu integrieren. Ein zu weit gehender Verzicht auf den Po-
tenzkalkdl wirde zweifelsohne den Spielraum in den Bereichen des Modellierens, Prob-
leml6sens und Argumentierens in der Analysis deutlich einengen. Dartber hinaus kann dem
Potenzkalkil ein eigener Bildungswert im Sinne der zweiten Winterschen Grunderfahrung
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.mathematische Gegenstande und Sachverhalte, reprasentiert in Sprache, Symbolen, Bil-
dern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art
kennen zu lernen und zu begreifen* zugeschrieben werden. Bei der Wiederaufnahme des
Themas ,Exponentielles Wachstum® nach der Differenzierung in Grund- und Leistungskurse
kann diese Grunderfahrung dem jeweiligen Bildungsweg gemalf? vertieft werden.

Diagnose und Uben

Bei der Durchfiihrung ahnlich aufgebauter Unterrichtsvorhaben wurde deutlich, dass ein er-
folgreicher Umgang mit Potenzrechenregeln im Kontext von Exponentialfunktionen nicht au-
tomatisch sicherstellt, dass eine Anwendung in abstrakter Form aul3erhalb des Kontextbezu-
ges gelingt, schon weil der funktionale Aspekt schnell verloren geht. Dadurch entsteht die
Gefahr, dass die Ubertragbarkeit der erworbenen Kompetenzen in andere Unterrichtszu-
sammenhange eingeschrankt bliebe, wenn das Verstandnis des angewendeten Kalkils nicht
durch eigene Aufgabenformate gesichert wiirde. Eventuell blockieren bereits tiefergehende
Unsicherheiten im Umgang mit Termen (Variablenverstdndnis) den Erfolg. Genaueren, indi-
viduell differenzierten Aufschluss tGber Vorkenntnisse liefert eine Eingangsdiagnose. Sie soll
Grundlage eines den Unterricht begleitenden Ubungsprozesses sein, der auf die gangigen
Ubungsaufgaben aus alteren Biichern der ehemaligen Stufe 10 des Gymnasiums oder auch
aktuellen Lehrwerken der Stufe 9 (GY) bzw. 10 (GES) sowie Materialien der Schulbuchver-
lage zurlickgreifen kann. Keinesfalls verspricht isoliertes Vorratslernen losgelést vom Unter-
richtsvorhaben Uber exponentielles Wachstum nachhaltigen Erfolg und wird auch durch den
Kernlehrplan Sl nicht unterstiitzt. Organisieren lasst sich der Ubungsprozess, indem man
z.B. eine von drei Wochenstunden daflir vorsieht sowie entsprechende Wochenhausaufga-
ben stellt. Der Vertiefungskurs kann einen Teil der zeitlichen Belastung auffangen.

Potenzrechenregeln konkret

Im Folgenden werden die Potenzrechenregeln wie folgt benannt:

P1: a*-a’=a""’ P2: a*-b*=(a-b)*

P3: (ax)y .=a*Y P4: a™* =§

1
Hinzu kommt eine Vernetzung mit Wurzeln als spezielle Regel  P5: a" = Ya (nelIN)

P5 soll in der 3. Unterrichtseinheit entdeckt werden und ist ein Schlissel dafir, wie schnell
die Lernenden Zugang zu der Idee ,gleicher Zeitraum, gleicher Anderungsfaktor” finden.

Naturlich ist es im Sinne eines reduzierten Axiomensystems madglich, P4 mit P3 aus dem
Spezialfall a™ =1 zu gewinnen oder gleich aus P1 abzuleiten. Jedoch wird dieses deduktive

Vorgehen nicht der didaktische Zugang sein, bei dem die kontextbezogene Strategie ,einen
Wachstumsprozess rickwarts verfolgen* die Grundvorstellung der Division anspricht
(3. Unterrichtseinheit). Grundsatzlich sollten bei der Auswertung von Ubungen auch die for-
male Bedeutung der Regeln und ihr innerer Zusammenhang exemplarisch angesprochen
werden. So kann z.B. verstanden werden, wie P3 fur nattrliche Exponenten aus P1 folgt,

4+4+4 _ o4-3

3
wenn man rechnet: (a“) —a*-a*-a*=a a
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Eine Sonderstellung nimmt die Regel P2 ein. Sie wird innerhalb eines Wachstumsprozesses
mit festem Wachstumsfaktor nicht benétigt. Daher wurde eine Aufgabe (2. Unterrichtseinheit,
Aufgabe 2) aufgenommen, die es erlaubt, auch diese Regel im Kontext zu entdecken.

Auf eigene Regeln mit Quotienten und Differenzen wird nicht nur mit Blick auf ein moglichst
reduziertes Regelsystem verzichtet, sondern auch, weil die genannten Rechenarten i.d.R.
nur im Zusammenhang mit Umkehraufgaben auftreten. In der vorliegenden Reihe wird an
gegebener Stelle (3. und 4. Unterrichtseinheit) das Problem im Kontext mit der Regel P4
gelost.

QUA-LIS NRW Seite 5 von 27



Lehrplannavigator KLP SllI - Mathematik Einfihrungsphase E-Al

Ubergang SI-Sll konkretisiert am Unterrichtsvorhaben zu exponentiellen Wachstumsprozessen

Kurzbeschrei- Didaktische Unterrichtsma- . Leistungsuber-
. > . Lehrplanbezug Diagnose M
bung Hinweise terial prufung

Unterrichtsmaterial

1. Unterrichtseinheit

Das Prinzip exponentiellen Wachstums erarbeitet an einem Gedankenexperiment (Einzel-
stunde)

Material

Eine vollstandige Verpackungseinheit 500 Stuck Kopierpapier, ggf. Fehlkopien zum Experi-
mentieren.

Aufgabe

a) Falte ein DIN A4-Blatt Papier so oft wie méglich und miss die Dicke des Papierstapels. Gib die
Dicke an, die sich nach ein [zwei, drei] weiteren, theoretisch denkbaren Faltungen ergeben miiss-
te.

Die nachstehenden Aufgaben sind als Gedankenexperiment einzuordnen.

b) Nutze den Stapel Kopierpapier, um eine Vorhersage tiber die Dicke des Papierstapels nach 10-,
20-, 30- und 40-maligem Falten zu machen.

c) Berechne, wie oft man mindestens falten miisste, um die Hohe des Eiffelturms (324 m) zu iiber-
treffen.

Ziel der Sicherung

Die charakteristische Zunahme exponentieller Wachstumsprozesse soll in dem gewahlten
Kontext eindriicklich deutlich werden, wobei die Modellhaftigkeit durch die Betonung der
Grenzen zwischen Experiment und seiner gedanklichen Fortsetzung offen angesprochen
wird. Die im Zusammenhang mit Fermi-Aufgaben geilibten Kompetenzen des Schéatzens,
Messens, Umwandelns von Einheiten und Uberschlagens kénnen genutzt werden. Gesichert
wird zunachst die Regel P1.

Eine Uberschlagsrechnung bei b) ergibt sich aus der Tatsache, dass nach 10-fachem Falten
1024 ~ 10° Lagen Papier in etwa die Dicke von 1 dm aufweisen. Daraus kann geschlossen
werden, dass nach 20-fachem Falten 10° Lagen einen ca. 100 m dicken Stapel und nach 30-
fachem Falten 10° Lagen einen ca. 100 km dicken Stapel bilden. So werden die Grund-
kenntnisse Uber das Rechnen mit Zehnerpotenzen auch reaktiviert. Dies wird auch dadurch
unterstiitzt, dass die Zahl 2*° vom Rechner in der wissenschaftlichen Schreibweise angezeigt
wird. Das Vorgehen kann durch die Regel P3 beschrieben werden, z.B.:

2 = (2")" = (10°)* =10™. Der Fehler bei der Uberschlagsrechnung liegt noch unter 10 %.

Um den Modellierungsaspekt aufzugreifen, sollte der Fehlvorstellung begegnet werden,
durch VergrofRerung des Papierformates lie3e sich die Zahl moglicher Faltungen nennens-
wert steigern.
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2. Unterrichtseinheit

Vergleich von exponentiellem und linearem Wachstums am Beispiel von Verzinsung mit dem
Ziel, den Begriff des Wachstumsfaktors zu erarbeiten (Doppelstunde)

Aufgabe 1
Zur Geburt haben Konstantins GroBeltern ihrem Enkel einen Sparbrief iber K; =5.000 € mit 18-j&h-

riger Laufzeit geschenkt, um ihn damit spéter einmal in der Studentenzeit zu unterstiitzen. Damals gab
es Jahreszinsen von 5 %. Die Zinsen wurden am Jahresende dem Kapital des Sparbriefes zugeschlagen
und in der Folgezeit mitverzinst.

Julias GroBeltern haben bei Julias Geburt K, =5.000 € zum Fest-

zins von 5 % fiir 18 Jahre bei ihrer Bank angelegt und ihrem En- '

kelkind ein leeres Sparschwein mitgebracht. Seitdem schenken sie /

Julia jedes Jahr zum Geburtstag die Zinsertrdge. Dieses Geld wird K | -
dann feierlich in dem Sparschwein versenkt. Zum 18-ten Geburts- 4 ;
tag darf Julia das Sparschwein schlachten und soll dann auch das

frei werdende Kapital K, fiir eine groere Anschaffung erhalten. “

Um die Ertrdge dieser beiden Geldanlagen (Sparbrief versus Spar-

schwein) zu vergleichen, stelle das dem jeweiligen Kind gehérende
Abbildung 1: Julias Sparschwein [1]

Kapital K nach n Jahren in einer Tabelle dar.
Ziel der Sicherung

In der Aufgabe kann der Zinssatz variiert werden. Eine weitere Offnung ist mdglich, wenn
man die beiden Sparbriefe mit unterschiedlichen Zinssatzen ausstattet.

Die tabellarische Gegenlberstellung mit dem GTR kann noch durch eine graphische Darstel-
lung unterstitzt werden. Entscheidend ist es, den Unterschied eines festen Wachstumsfak-
tors und eines festen Summanden zu verdeutlichen. Dies kann graphisch durch entspre-
chend beschriftete Stufen verdeutlicht werden, welche beim linearen Wachstum als Stei-
gungsdreiecke zu deuten sind.

Bei der Verdichtung der Ergebnisse auf die Formeln K =K, -(1+p)" und

K, =K, -+ p-n) kénnen die Variablen auch z. T. als Zahlenwerte belassen werden.

Aufgabe 2

Der sogenannte Realwert eines Geldbetrages, also seine Kaufkraft, wird durch die Inflation stdndig
vermindert. Dies wird ausgeglichen, indem man das Geld ,,arbeiten” ldsst. Die einfachste Moglichkeit
stellt die Anlage bei einer Bank dar, welche das Geld investiert und dem Sparer eine ,,Leihgebiihr“ in
Form von Zinsen entrichtet. Dadurch steigt zumindest der Nominalwert, also der auf dem Papier des
Kontoauszugs stehende Wert.

Berechne fiir die kommenden 10 Jahre den Nominalwert und den Realwert eines thesaurierend ange-

legten Kapitals K, =2.000 € unter der Bedingung, dass die Inflationsrate bei 3 % und der Zinssatz

bei 4 % [3 %, 2 %] liegen. Vergleiche die Ergebnisse fiir unterschiedliche Zinsscitze.
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Gib an, um welchen Faktor und um welchen Prozentsatz sich der Nominalwert bzw. der Realwert
unter diesen Bedingungen nach n Jahren vermehrt [vermindert].

Wie ldsst sich der Realwert nach n Jahren aus dem Nominalwert berechnen?

Ziel der Sicherung

Die Lernenden konnen die Entwicklung des Realwertes berechnen, indem sie die Wachs-
tumsfaktoren fur Inflation und Verzinsung in jedem Jahr auf das Kapital anwenden. Der Ver-
gleich mit dem Nominalwert nach n Jahren legt die Frage nahe, welcher Faktor den Realwert
aus dem Nominalwert hervorgehen lasst. So kann gesichert  werden:

2000 €-(1,04-0,97)" = 2000 €-1,04"-0,97" (Regel P2). Diese Regel findet sonst an keiner
anderen Stelle des Unterrichtsvorhabens einen Platz.

Die Aufgabe ermdglicht auch eine erste, frihzeitige Auseinandersetzung mit exponentiellen
Zerfallsprozessen und der Erfahrung, dass sich Wachstumsfaktoren kleiner als 1 genauso
wie solche uber 1 handhaben lassen. Dabei kann ein bereits in Klasse 7 thematisierter kog-
nitiver Konflikt wiederaufgegriffen werden: Eine Inflation von 3 % wird nicht durch Zinsen in
Hohe von 3 % ausgeglichen (Verweis auf die 3. binomische Formel).

[1] Quellennachweis: http://pixabay.com/de/sparschwein-penny-bank-spardose-146311/, letzter Zugriff am
13.05.2014
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3. Unterrichtseinheit

Beschreibung eines kontinuierlichen Wachstumsprozesses durch eine Exponentialfunktion
als Zugang zur kontextgestitzten Deutung nicht-nattrlicher Potenzen (Einzelstunde)

Aufgabe, 1. Teil

Mit 68.870 km? Fléche ist der Viktoriasee der grofSte See in Afrika und nach dem Kaspischen Meer
und dem Oberen See auch der drittgrote See (und der zweitgroBte Siilwassersee) der Erde. Er ist
etwa so gro8 wie Irland.

Neben anderen Umweltproblemen leidet der See darunter, dass er von Wasserhyazinthen tiberwuchert
wird. Die tiberwucherte Flache vergréfert sich ohne Gegenmalnahmen im Monat auf das dreifache.
Dabei wird vereinfachend von jahreszeitlichen Schwankungen abgesehen.

a) Fiille Tabelle 1 aus (1 Monat = 30 Tage). Wdhle eine geeignete Einheit und runde auf ganzzahli-
ge Werte (Hilfe: 1 ha = 100 m - 100 m ). Stelle die zugehérigen Rechnungen mit den exakten Er-

gebnissen iibersichtlich im Heft dar.

Tabelle 1 | Zeit t 0 3 Monat 5 Monat 1 Monat 15 Monate | 7 Monate

Flache A | 200 m?

b) Bestimme, wie grof8 die tliberwucherte Fldche einen Monat vor Beginn der Messungen war.

Aufgabe, 2. Teil

c) Fiille Tabelle 2 aus (1 Monat = 30 Tage). Wdhle eine geeignete Einheit und runde auf ganzzahli-
ge Werte (Hilfe: 1ha = 100m - 100m ). Stelle die zugehérigen Rechnungen mit den exakten Er-

gebnissen libersichtlich im Heft dar.

Tabelle 2 | Zeitt t=0 1 Tag 2 Tage 5 Tage 10 Tage 365 Tage

Flache A

d) Beschreibe das Wachstum der Fldche, die durch Hyazinthen bedeckt ist, durch eine Exponential-
funktion t — A(t) = 200-a', wobei die Zeit t in Monaten zu messen ist.

Berechne A(—2,5) und interpretiere das Ergebnis mit Blick auf die Situation des Viktoriasees.

Zum Uben und Vertiefen:

e) Berechne, wie grof8 eine von Hyazinthen bedeckte Fldche sein miisste, die sich binnen eines Jah-
res auf den gesamten See ausweiten wiirde.

f) ., Wenn schon 1 % des Viktoriasees mit den Hyazinthen iiberwuchert sind, so dauert es 126 Tage,
bis der See zugewuchert ist.“ Bestdtige diese Aussage durch eine Rechnung.
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Ziel der Sicherung

Die problemorientierte Erarbeitung des exponentiellen Wachstumsmodells im 1. Aufgabenteil
stellt die Bedeutung nicht nattrlicher Exponenten in den Mittelpunkt. Methodisch bietet sich
ein Dreischritt (ich — du — wir) an. Der zweite Teil der Aufgabe darf erst spater verteilt wer-
den, da sonst das fertige Modell vorweggenommen wird und die Schiler nur noch schwer zu

bewegen sind, den Sinn der Festsetzung a?= \/5 (Regel P5) zu reflektieren. Es soll deutlich

werden, dass die Rechnung a‘.-a*=a=a’'’ (P1) sowohl aus dem Kontext heraus sinnvoll
ist als auch einem innermathematischen Permanenzprinzip geniigt. Weitere Beispiele bieten

sichan: a*? =a-a* und a*® = (at)® (P3).

In Teilaufgabe b) lI6sen die Lernenden das Problem durch Ruickwartsrechnen, also durch
Division. Dieses Vorgehen wird unter d) wiederaufgegriffen, um Potenzen mit negativen Ex-
ponenten zu definieren.

Im 2. Aufgabenteil wird unter c) zunachst die Verallgemeinerung ar = Q/E (P5) von n=2 auf
k 1
= = k
n = 30 vorgenommen. Daraus kann die Definition abgeleitet werden: a" = (a")* = Ya . Die-
se Festlegung scheint nach dem Mechanismus des Hyazinthenwachstums plausibel und
genugt formal einem Potenzgesetz (P3).

Die Teilaufgabe d) erlaubt mit Bezug auf b) negative Potenzen durch a™* =1 (P4) zu definie-
200

ren. Dementsprechend ist A(-2,5) =200-32° =—.
3 ,

Im ersten Zugriff gendigt in der Aufgabe eine exemplarische Sicherung aller angesprochenen

Potenzrechenregeln.

Die weiteren Bestimmungsaufgaben e), f) zum Uben und Vertiefen fordern die Problemldse-
kompetenz und speziell den richtigen Umgang mit Einheiten heraus. Dabei kénnen Abwei-
chungen, die sich aus der Verwendung des monatlichen Wachstumsfaktors in 12. Potenz
und des taglichen Wachstumsfaktors in 365. Potenz ergeben, unter dem Aspekt diskutiert
werden, dass kleine Abweichungen bei der Modellierung zu betrachtlichen Abweichungen
bei Vorhersagen mit dem Modell fiihren kénnen. In Teil f) kann man betonen, dass die Grol3e
des Sees aus der Rechnung herausféllt, also eine reine Aussage lUber Wachstumsfaktoren
gemacht wird.

Eine kritische Betrachtung des Modells ist in dieser Aufgabe zwar mdglich, wiirde jedoch den
zeitlichen Rahmen sprengen. Auch liegt der Fokus auf dem Ziel, die grundlegenden Eigen-
schaften des fir die Lernenden neuen mathematischen Modells im gegebenen Kontext so-
weit zu verstehen, dass ein Transfer auf andere Kontexte méglich wird.
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4. Unterrichtseinheit

Modellierung einer Messreihe durch eine Exponentialfunktion am Beispiel des Bierschaum-
zerfalls (Einzelstunde)

Material

Ein Datensatz oder ein (ggf. selbst erstelltes) Versuchsprotokoll zum Auswerten. Unterstit-
zend kann eine Abbildung zum Einsatz kommen.

Abbildung 2: Zerfall einer Schaumkrone. Bildquelle und Rechte: U. Brinkmann, Gymnasium Rahden

Das Bierglas in der Abbildung wurde im Abstand von einer Minute aufgenommen.
Das Bild kann als Hintergrundbild auf der Arbeitsflache im GTR hinterlegt werden.

Bei der Aufnahme von eigenen Messwerten ist zu beachten, dass die Schaumkrone keine
festliegende Untergrenze hat, sondern der Flissigkeitsspiegel zumindest zu Beginn erkenn-
bar ansteigt. In der Bildsequenz ist dieser Effekt minimal. Wer genau hinsieht, erkennt, dass
der Eindruck eines Graphen aus Schaumsaulen nur erzeugt werden konnte, indem das erste
Glas in der Fotomontage leicht angehoben wurde.
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Aufgabe

In einem Bierglas wurde die Hohe der Schaumkrone beginnend etwa eine halbe Minute nach dem
Einschenken gemessen.

Zeit/min | 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Hoéhe /cm | 5,8 4,6 3,5 2,5 1,8 1,6 1,2 1,1 1,0

a) Lege mit dem GTR eine Tabelle in Spalten an, in der zusdtzlich zu den Messwerten in einer drit-
ten bzw. vierten Spalte die Differenzen bzw. Quotienten aufeinanderfolgender Schaumhéhen ab-
zulesen sind.

Beurteile anhand der Differenzen bzw. Quotienten, wie gut sich die gemessene Schaumhdhe als
Funktion der Zeit durch eine lineare bzw. exponentielle Funktion beschreiben Idsst.

b) Erstelle mit dem GTR aus den Messwerten ein Diagramm. Zeichne in dieselbe Graphik einen
Funktionsgraphen, welcher sich méglichst gut an das aus den Messwerten erstellte Diagramm
anpasst.

c) Vergleiche die diskutierten (und ggf. weitere infrage kommende) Modelle auch mit Blick auf die
Brauchbarkeit zur Prognose des weiteren Verlaufs des Schaumzerfalls.

Vertiefungsaufgaben

d) Forme die unter b) ermittelte Exponentialfunktion h(t) = c - a' so um, dass die Einheiten ,,s*

und ,,mm* verwendet werden.

Lasst man die Bildfolge der Bierglaser als Daumenkino riickwiérts laufen, so erhélt man den Eindruck
einer wachsenden Schaumkrone.

e) Bestimme den zugehérigen Wachstumsfaktor.
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Ziel der Sicherung

Die ersten drei Teilaufgaben sind vor allem unter Modellierungsaspekten zu betrachten. Die
Vertiefungsaufgaben sollen separat ausgegeben werden, damit keine zu friihe Festlegung
auf ein exponentielles Modell hindurchschimmert.

Teilaufgabe a) soll bewusst nur auf Grundlage der Daten gestellt werden, um eine Suggesti-
on des anzuwendenden Modells durch eine Graphik oder die Fotomontage zu vermeiden.
Da die Modellierung im Umfeld des Themas schwerlich als offen angesehen werden kann,
werden die bekannten Modelle vorgegeben. Dass Lernende auch Potenzfunktionen ins Spiel
bringen, erscheint nur dann wahrscheinlich, wenn zuvor diese Funktionen in entsprechender
Breite behandelt wurden. Der Fokus liegt darauf, einerseits die Differenzen und andererseits
die Quotienten zu untersuchen, um noch einmal das grundlegende Prinzip linearen und ex-
ponentiellen Wachstums - nun auch bei fallenden Funktionen - zu verdeutlichen:

Eine Grolle entwickelt sich exponentiell wachsend bzw. fallend, wenn sie sich in festen
Zeitintervallen um einen festen Faktor vergroert bzw. vermindert.

Sowohl Differenzen als auch Quotienten erweisen
sich im vorliegenden Fall Uber das MalR von Mess-
fehlern hinaus als schwankend, so dass allein auf
Grund der Datenlage keines der Modelle die Realitat
zufriedenstellend beschreibt. Jedoch deutet ein mit
dem GTR aus der Tabelle erstelltes Saulendia-
gramm eher in Richtung eines exponentiellen Zer-
falls. Unter c) kommt das auf die Asymptotik der Ex- _
ponentialfunktion zielende qualitative Argument hin- -10 1 2 3 3 56 7 8 9

zu, dass die Schaumhohe nicht negativ werden Abbildung 3: Einsatz von Schiebereglern zur
kann. Anpassung von Messwerten.

Der GTR soll bei der unter b) intendierten Regressi-
on nach Augenmaf} dazu beitragen, Exponentialfunktionen f(x)=c-a* mit unterschiedlicher

Basis a und unterschiedlichem Streckfaktor ¢ zu erkunden. Dies bereitet die nachfolgende
Funktionenwerkstatt (5. Unterrichtseinheit) vor. Hilfreich ist der Einsatz des Schiebereglers.
Ein mogliches Ergebnis ist in der Abbildung 3 dargestellt.

Es ist damit zu rechnen, dass die Lernenden nur den
Wachstumsfaktor variieren, da ihnen der Anfangs-
wert (im Rahmen der Messgenauigkeit) als ,gege-
ben* erscheint, wahrend sie in den anderen Fallen
eine gewisse Zufélligkeit unterstellen.

Mit dem Hintergrundbild der realen Bierglaser kann
noch enger am Versuch gearbeitet werden (siehe
Abbildung 4).

3 )
Abbildung 4:Hintergrundbild zur Vernetzung

von Funktion und Realsituation.
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Abbildung 5: Vergleich zwischen exponentieller Regression (oben) und linearer Regression (unten)

Zur Modellkritik

Der Vergleich zwischen exponentieller und linearer Regression (Abbildung 5) zeigt deutliche
Vorteile auf Seiten der ersteren. Die Vorstellung einer festen Zerfallsquote wird haufig durch
ein idealisiertes Realmodell unterstitzt. Dabei wird angenommen, dass ein zufalliges Zer-
platzen der Schaumblaschen unter raumlich und zeitlich homogenen Bedingungen mit einer
fur feste Zeitintervalle konstanten Wahrscheinlichkeit erfolgt. Dieses z. B. beim radioaktiven
Zerfall tatsachlich zutreffende Modell erweist sich jedoch nur als naherungsweise richtig, weil
die postulierten Homogenitatsbedingungen nicht erfillt sind und sich unterschiedliche Zer-
fallsmechanismen Uberlagern. Im Sinne des Modellierungszirkels kénnte man das Modell
z. B. durch Einfuhrung einer Zeitabhangigkeit des Zerfallsfaktors modifizieren oder zwei ex-
ponentielle Zerfallsvorgange tberlagern, anstatt zu ,,optisch besseren®, aber rein deskriptiven
Varianten Zuflucht zu nehmen. Diese weiterfilhrenden Uberlegungen kénnen im Rahmen der
Binnendifferenzierung oder der Fortsetzung des Themas in der Q-Phase in den Unterricht
einflielen. Zum physikalischen Hintergrund des Bierschaumzerfalls gibt es eingehende Un-
tersuchungen. * 2

Bei der Aufnahme von Messwerten ist zu beachten, dass die Schaumkrone keine festliegen-
de Untergrenze hat, sondern der Flussigkeitsspiegel zumindest zu Beginn erkennbar an-
steigt. In der Bildsequenz wurde dieses Problem durch leichtes Anheben des ersten Glases
geldst, um die Moglichkeit einer Anpassung der realen Schaumhéhen durch Funktionsgra-
phen zu schaffen. Separat ist ein Arbeitsblatt mit einer Bildsequenz hinterlegt, bei der eine
schneller zerfallende Schaumkrone und ein deutliches Ansteigen der Schaumuntergrenze zu
beobachten sind.

! Heike TheyRen: Mythos Bierschaumzerfall, Ein Analogon fiir den radioaktiven Zerfall?, in: Physik
und Didaktik in Schule und Hochschule 2/8 (2009), S. 49-57

2 Thomas Wilhelm (Lehrstuhl fir Physik und ihre Didaktik, Julius-Maximilians-Univ. Wiirzburg): Der
Bierschaumzerfall, http://www.thomas-wilhelm.net/Vortraege/Bierschaumzerfall.pdf, eingesehen am
1.3.2014
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Zu den Vertiefungsaufgaben
Neu ist in d), dass der Wachstumsfaktor a an die vorgeschriebene Zeiteinheit ,s* anzupas-

sen ist. Es ist dann b =a® der schon bekannte Wachstumsfaktor fiir 60 Sekunden. Hiermit
werden das Wurzelziehen (P5) und die Arbeit mit dem Potenzgesetz (P3) wiederholt. Mdgli-

1 1
ches Vorgehen: b :(aeo)60 —a* =a. Man kann den Einheitenwechsel von 1 min auf

1s =g min auch in der Funktionsgleichung vornehmen, indem man den Streckfaktor z; vor

das Argument setzt (Vernetzung mit Transformationen).

Der unter e) verfolgte Grundgedanke, exponentiellen Zerfall und exponentielles Wachstum
durch Zeitumkehr in Beziehung zu setzen, soll zur Vertiefung der Vernetzung von Potenz-
und Bruchrechnung fuhren. Die nahe liegende Lésung, den gesuchten Wachstumsfaktor
durch Ruckwartsrechnen mit dem Kehrwert zu ermitteln, soll in der Sicherung durch Regel
(P3) untermauert werden. Es gilt: h(-t)=c-a "' = c~(a‘1)t = C~(§)t . Dies wird in der nachfol-

genden 5. Unterrichtseinheit noch mit der Spiegelung des Graphen an der y-Achse in Ver-
bindung gebracht.
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5. Unterrichtseinheit

Eine Funktionenwerkstatt zu Exponentialfunktionen (Doppelstunde)

Material
Die theoretische Beschreibung von Exponentialfunktionen in der Form f(x)=c-a* (xe€ IR)
wurde in der 4. Unterrichtseinheit vorbereitet. Dabei ist die Bedeutung von a:% >0 als

Wachstumsfaktor und von c¢c= f(0) >0 als Anfangswert oder Streckfaktor deutlich gewor-
den. Die folgenden Aufgaben sollen zu gezielten Untersuchungen der Zusammenhéange zwi-

schen Funktionsterm und Funktionsgraph anregen. Zugleich werden Basiskompetenzen im
Gebrauch des GTR geschult.

Aufgabe 1: Funktionen beschreiben

Zeichne mit dem GTR den Graphen der Funktion f (X)=1,2" im Bereich von -4 <x <+4. Erstelle im
gleichen Bereich eine Wertetabelle.

- Gib den Schnittpunkt mit der y-Achse an.

- Welche y-Werte treten als Funktionswert von f, auf?

- Wie verhdilt sich der Graph fiir grofse x-Werte / fiir kleine x-Werte?

Aufgabe 2: Welche Rolle spielt die Basis einer Exponentialfunktion?

Zeichne zusdtzlich zum Graphen von f, noch den Graphen zu f,(X) = 2".

Ubertrage die Zeichnung als Skizze in dein Heft.

- Welchen Punkt haben beide Graphen gemeinsam?
- Fiir welche x-Werte ist f,(x) < f,(x)?

- Ist es denkbar, dass noch ein zweiter Schnittpunkt existiert? Begriinde!
Trage in deine Skizze zusdtzlich den Graphen zu f,(X) =3 so ein, wie er deiner Meinung nach in
Bezug auf die beiden anderen verlaufen miisste.

Uberpriife deine Vermutung mit dem GTR und formuliere eine RegelmdBigkeit.

Aufgabe 3: Erkennst du ein Muster?
Lésche alle Funktionen. Gib dann nacheinander folgende Paare f,(X), 9;(X) ein und lass dir die

Graphen zeichnen. Schreibe deine Beobachtungen auf.

Ubertrage fiir ein Paar die Zeichnung als Skizze in dein Heft.

1 f,(x)=2" () f,(x)=15" (3) f3(x):(%Jx
0,(x)=0,5" 6, (%) = @ 0, =0,75"

Erkldre deine Beobachtungen aus der Kenntnis von Potenzrechenregeln.
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Ziel der Sicherung

Die Aufgabenformate gleichen grundsétzlich denen, die fir lineare Funktionen und ihre Gra-
phen produktiv sind. Die drei Aufgaben verfolgen die nachstehenden Zielsetzungen:

Durch Variation der Scharparameter a bzw. ¢ kann mit dem GTR erkundet werden,
wie diese Parameter den Verlauf der Funktionsgraphen qualitativ beeinflussen.

Die Lagebeziehung zwischen zwei Exponentialfunktionen kann erklart werden.

Die Spiegelsymmetrie zwischen den Graphen zu f(x)=c-a* und g(x):c-(ij
a

kann entdeckt werden.

Weitere Aufgabenformate

Hier bieten Schulbicher i. d. R. genlgend Aufgaben, die zu einer Lernumgebung zusam-
mengestellt werden kdnnen.

Bewahrt haben sich Problemaufgaben, bei denen Zuordnungen zwischen unskalier-
ten Graphen und Funktionsgleichungen herzustellen sind.

Zum exakten Ablesen der Parameter a und c aus skalierten Graphen sind die Funk-
tionswerte an den Stellen 0 und 1 bequem. Kreative Probleme ergeben sich, wenn
das Sichtfeld auf einen anderen Bereich eingeschréankt wird.

Weiterfiihrend und vorbereitend auf die Q-Phase kann die Variation des Wachstums-
faktors durch Stauchung in x-Richtung erzeugt werden, indem z.B. in f(x)=2"" ein
Parameter r variiert wird. Hierbei bietet sich wieder die Gelegenheit, eine Potenzre-
chenregel (P3) zu thematisieren.

Der Sonderfall a =1 bietet Anlass zu klarenden Diskussionen.

Wachstumsfaktoren sollten zunehmend auch mit prozentualen Anderungen in Ver-
bindung gebracht werden. Dabei kénnen die bereits in Jahrgangsstufe 7 thematisier-
ten kognitiven Konflikte wiederaufgegriffen werden, z. B.: Eine Inflation von p % wird
nicht durch Zinsen in Hohe von p % ausgeglichen (Verweis auf 3. binomische Formel,
vgl. 2. Unterrichtseinheit).
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6. Unterrichtseinheit

Wie man eine Exponentialfunktion durch zwei Punkte legt (Einzelstunde).

Aufgabe

Ebenso wie eine Gerade mit einer Funktionsgleichung der Form g(X) =b+m-X ist auch eine Expo-

nentialfunktion mit einer Funktionsgleichung der Form f (X)=c-a" durch zwei verschiedene Punkte

auf dem Graphen eindeutig festgelegt.

a) Bestimme der Reihe nach die Parameter a und c einer Exponentialfunktion, deren Graph durch

die beiden gegebenen Punkte P, Q verlduft.

(1) P(013), Q(118) (2) P(212,7), Q(318,1)
(3) P(413,7), Q(5,5|10) (4) P(2,413,7), Q(5,1]9,2).

b) Vergleiche unterschiedliche Wege zur Lésung von Beispiel (4).

¢) Erklire, warum eine Exponentialfunktion mit einer Funktionsgleichung der Form f(x)=c-a"

durch Angabe zweier verschiedener Punkte auf dem Graphen eindeutig bestimmt ist.
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Ziel der Sicherung

Die vier Beispiele in a) sind didaktisch gestaffelt. Wahrend (2) noch ad hoc anhand einer
Skizze durch schrittweises Probieren (sogar im Kopf) zu ldsen ist, muss man bei (3) den

Wachstumsfaktor a aus dem Faktor a“° berechnen und dann 4 Schritte von P zum Start-
punkt (0|c) auf der y-Achse zuriickrechnen (3,7 geteilt durch a*). Um das Ergebnis (4)
f(x)=1,65-1,40" zu bekommen, hat man es schwerer, zum Startpunkt (0|c) zuriickzu-

rechnen. Dafir kbnnen die Lernenden unterschiedliche Strategien entwickeln — selbstandig
und mit geeigneten Impulsen (Mdglichkeit eines Gruppenpuzzles bei b)).

1. Durch Verallgemeinern des zuvor benutzten Verfahrens. Man rechnet sozusagen 2,4
Schritte zuriick, teilt also z.B. 3,7 durch a®* ~1,40**.

2. Durch Verschieben um 2,4 in x-Richtung lasst sich das Problem auf den bereits gelos-
ten Spezialfall zuriickfiihren, in dem P(0|c) auf der y -Achse liegt: f(x)=3,7-1,40>*.

3. Durch Einsetzen eines Punktes in f(x) =c-1,40" lasst sich eine Gleichung aufstellen
und nach ¢ auflosen.

4. Alternativ kbnnen auch zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten a,c aufgestellt und
z. B. durch Division der Gleichungen geldst werden.

Besonders das letzte Verfahren Nr. 4 soll in c) reflektiert werden und an &hnliche Erfahrun-
gen mit linearen Gleichungssystemen erinnern.

Leistungsstarkere Lernende konnen die Analogien z.B. durch Abstraktion der Formel

- 1
LAy, -y)—

2 2

entspricht.
Y1

Solche strukturellen Uberlegungen tragen zum Kalkiilverstandnis bei.

-y
a= (ﬁJ erweitern, die der bekannten Formel m =

Fur andere Lernende ist es dagegen notwendig, durch Ubung die Gelaufigkeit des entwickel-
ten Kalkils zu verbessern. Dazu sind Variationen wie negative x-Koordinaten, Wachstums-
faktoren a <1 und vertauschte Punkte (Q links von P) geeignet.
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Kurzbeschreibung

Didaktische Hinweise Unterrichtsmaterial

Diagnose Leistungsuberprifung

Lehrplanbezug

Lehrplanbezug

Thema: Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen und deren Nutzung im Kontext (E-Al)

Zu entwickelnde Kompetenzen

Vorhabenbezogene Absprachen und Empfehlungen

Inhaltsbezogene Kompetenzen:
Die Schilerinnen und Schuler
[ ]

beschreiben Wachstumsprozesse mithilfe linearer Funktionen und Ex-
ponentialfunktionen

Prozessbezogene Kompetenzen (Schwerpunkte):
Modellieren
Die Schiilerinnen und Schdler

e erfassen und strukturieren zunehmend komplexe Sachsituationen mit
Blick auf eine konkrete Fragestellung(Strukturieren)
Ubersetzen zunehmend komplexe Sachsituationen in mathematische
Modelle (Mathematisieren)

Werkzeuge nutzen

Die Schiilerinnen und Schdler

nutzen Tabellenkalkulation, Funktionenplotter und grafikfahige Ta-
schenrechner

verwenden verschiedene digitale Werkzeuge zum

... Darstellen von Funktionen grafisch und als Wertetabelle

... zielgerichteten Variieren der Parameter von Funktionen

Algebraische Rechentechniken werden grundsatzlich parallel vermittelt
und diagnosegestitzt getbt (solange in diesem Unterrichtsvorhaben er-
forderlich in einer von drei Wochenstunden, erganzt durch differenzieren-
de, individuelle Zusatzangebote aus Aufgabensammiungen).

Ein besonderes Augenmerk muss in diesem Unterrichtsvorhaben auf die
Einfuhrung in die elementaren Bedienkompetenzen der verwendeten
Software und des GTR gerichtet werden.

Als Kontext fur die Beschéaftigung mit Wachstumsprozessen kénnen zu-
nachst Ansparmodelle (insbesondere lineare und exponentielle) betrach-
tet und mithilfe einer Tabellenkalkulation verglichen werden.

Fur kontinuierliche Prozesse und den Ubergang zu Exponentialfunktionen
werden verschiedene Kontexte (z. B. Bakterienwachstum, Abkuhlung)
untersucht.
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Kurzbeschrei- Didaktische Unterrichtsma- . Leistungsuber-
. ; . Lehrplanbezug Diagnose "
bung Hinweise terial prufung

Diagnose

Hinweise zu den Diagnosebdgen

Der Selbsteinschatzungsbogen zur Eingangsdiagnose nimmt Bezug auf die Potenzrechen-
regeln (P1,..., P5), die teilweise in der Sekundarstufe | angesprochen werden. Dies kann der
Fall sein, wenn Fachschaften sich entschlie3en, dies (zumindest fir die Schilerinnen und
Schiler der eigenen Schule) durch entsprechende Unterrichtsreihen am Ende der Sekun-
darstufe | sicherzustellen. Der Kernlehrplan Sl sieht jedoch nur eine Beschrankung auf Zeh-
nerpotenzen und ein grundsatzliches Verstandnis der Potenzschreibweise vor.

Die letzte Spalte fir Angaben zum Selbstlernmaterial ist noch entsprechend den vorhande-
nen Materialien zu erganzen. Fur die Nachdiagnose wurde ein analoger Aufbau ohne diese
Spalte gewahlt, wobei die Aufgaben sich erkennbar eng an die Ausgangsdiagnose anschlie-
Ren, um den Lernenden einen Vergleich zu erleichtern. Der zeitliche Abstand schliel3t dabei
reines Auswendig-Merken weitgehend aus. Der zweite Diagnosebogen kann zugleich auch
als Vorbereitung auf eine Leistungstberpriifung genutzt werden.

In beiden Fallen wurde auf eine Vernetzung mit der Bruchrechnung verzichtet, da hierfir in
der vorliegenden Sequenz kein Bedarf besteht. Vielmehr sind Regeln, wie sich Potenzen in
Bezug auf Zahler und Nenner verhalten, in den Potenzrechenregeln P2 und P4 impliziert.
Stattdessen wurden auch Dezimalbriche als Basen genommen, um den exemplarischen
Charakter der Zahlenbeispiele zu betonen.
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Selbsteinschatzungsbogen zum Thema , Potenzrechnung” — Eingangsdiagnose

Name: Hinweis: Der Diagnosebogen ist ohne Hilfe eines Rechners auszufillen.
2 s
2 522 G6 | &
= o B35 Z 2 2 2
EG < 9 S c S :
Kompetenzen c= |8 5 |= Selbstlernmaterial
CE |SGE/Sw |E
c8 |79 88 .
2 Q=g a, 8, e
© © s 28 o oo O
[a)a) QOcclOon0=20Qc
1. Ich kann die wissenschaftliche Zahlenschreibweise in das Stellen-
wertsystem Ubersetzen. O O O O
Aufgabe: 2,19:10" =
2. Ich kann das Vorzeichen von Potenzen bestimmen.
Aufgabe: (-0,7)® st [ positiv [ negativ
3. Ich kann Produkte mithilfe von Potenzen zusammenfassen. 0 0 0 0
Aufgabe: (-6)-(-6)-(-6)-7,5-7,5-(-6)-7,5=
4. Ich kann die Verzinsung eines Kapitals mithilfe von Potenzen eines
Wachstumsfaktors berechnen.
Aufgabe: Gib einen Term fir den Geldbetrag nach 8 Jahren an, wenn O O O O
15.000 € zu einem festen Zinssatz von 4 % angelegt werden und die
Zinsen dabei stets dem Kapital gutgeschrieben werden.
5. Ich kann Potenzen mit gleicher Basis zusammenfassen (Regel P1).
. 3 47 O O O O
Aufgabe: 4°.4" .4 =
6. Ich kann Potenzen mit gleichem Exponenten zusammenfassen (Re-
gel P2). O O O O
Aufgabe: 3°-4,2%.(-5)° =
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7. Ich kann Potenzen von Potenzen zusammenfassen (Regel P3).
Aufgabe: (36 )5 = = - -
8. Ich kann Terme mit Potenzen entsprechend den drei Regeln P1, P2,
P3 zusammenfassen.
Aufgaben:  43.x’ -(4x2) =
a O O
6,7-11-11°.11% =
(810 a )4 _
9. Ich kann falsche Termumformungen berichtigen und den Fehler er-
klaren.
Aufgaben: a’+3°=(a+3)° a’+a’=a" O O O
(3x)" =12x* 2% =(2¢°)-(2x)

10. Ich kann negative Exponenten mithilfe der Division deuten
(Regel P4).

k 6
Aufgaben: Schreibe als Potenz: % =

11 O O O
Schreibe als Quotient und deute als Aufgabe zur Zinsrechnung:
2500 €-1,057 =
11. Ich kann Terme mit ganzzahligen Exponenten zusammenfassen. - 0 0
Aufgabe: 4,8%.17"-4,8°.177°" =
12. Ich kann (Quadrat-)Wurzeln aus Produkten ziehen (Regeln P3, P5).
Aufgaben: Ziehe die Wurzel soweit wie moglich: 0 0 0

V36X = V13x® = 5% +X° =
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Selbsteinschatzungsbogen zum Thema , Potenzrechnung“ — Nachdiaghose

Name:
Hinweis: Der Diagnosebogen ist ohne Hilfe eines Rechners auszufillen.
(TJI ‘T-; = o
) n o o Q ®©
Kompetenzen Ee €23 |55 |&
< - c 2 -% c .= c
L c L = Lo c
cg c 9 "g) c8 |8
8y |85 [5,8,¢2
© © < o © S T| SO
[alal Ol |0O=2|AQc
1. Ich kann die wissenschaftliche Zahlenschreibweise in das Stel-
lenwertsystem Ubersetzen. O O O O
Aufgabe: 3,64-10° =
2. Ich kann das Vorzeichen von Potenzen bestimmen.
Aufgabe: (-1,4)®° st [l positiv [l negativ
3. Ich kann Produkte mithilfe von Potenzen zusammenfassen. 0 O O O
Aufgabe: 8-8-(-5,5)-(-5,5)-8-8-(-5,5) =
4. Ich kann die Verzinsung eines Kapitals mithilfe von Potenzen
eines Wachstumsfaktors berechnen.
Aufgabe: Gib eine Gleichung an, mit der sich berechnen lasst,
. ) . O O O O
wann sich ein Geldbetrag verdoppelt hat, wenn er zu einem fes-
ten Zinssatz von 3 % angelegt wird und die Zinsen dabei stets
dem Kapital gutgeschrieben werden.
5. Ich kann Potenzen mit gleicher Basis zusammenfassen
(Regel P1). O O O O
Aufgabe: 7-7°.7° =
6. Ich kann Potenzen mit gleichem Exponenten zusammenfas-
sen (Regel P2). O O O O
Aufgabe: 2*.(-3,5)" =
7. Ich kann Potenzen von Potenzen zusammenfassen
(Regel P3). . O O O O
Aufgabe: (114) =
8. Ich kann Terme mit Potenzen entsprechend den drei Regeln
P1, P2, P3 zusammenfassen.
Aufgaben: (8x)2 ~(8x2) = O O O O
132k71 _132k+l —
9. Ich kann falsche Termumformungen berichtigen und den Feh-
ler erklaren. ) 0O 0O . 0O
Aufgaben:  x*-5°=(x-5)° 9-a°-a’= (9a3)
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10. Ich kann negative Exponenten mithilfe der Division deuten
(Regel P4).

6k D D
Aufgabe: Schreibe als Potenz: ?-6’2 =
11. Ich kann Terme mit ganzzahligen Exponenten zusammen-
fassen. O O O
Aufgabe: 19°"-a”-19"-a™° =
12. Ich kann (Quadrat-)Wurzeln aus Produkten ziehen (Regeln
P3, P5). 0O 0O O
Aufgabe: Ziehe die Wurzel soweit wie moglich: +/49x* =
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Kurzbeschrei-
bung

Didaktische
Hinweise

Unterrichtsma- . Leistungsuber-
. Lehrplanbezug Diagnose "
terial prufung

Leistungsuberprifung

Name:

Aufgabe

Der Luftdruck p nimmt in der Atmosphére mit steigender Hohe h iiber dem Meeresspiegel ab, wobei

h die Hohe in km iiber NN angibt und p in hPa gemessen wird. Die Tabelle zeigt mogliche Messwer-

te.
Hohe h / km 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
Luftdruck p/hPa | 1015 | 935 890 815 774 736 681 641 587 564

Die tabellierten Werte lassen sich mit einer Exponentialfunktion p(h) = p, -a" beschreiben.

a) Berechne aus den Messwerten zur Hohe h =1 und h =4 einen Funktionsterm, der diese beiden

Messwerte exakt wiedergibt. Runde P, auf ganze Zahlen und @ auf 4 Nachkommastellen genau.

Im Folgenden soll der Funktionsterm p(h) =1013-0,8823" verwendet werden.

b) Erstelle mit dem GTR eine Tabelle zur Funktion p(h) =1013-0,8823" und beurteile, wie gut sie

zu den obigen Messwerten passt und ob bestimmte Verdinderungen nétig sind.

Dokumentiere deine Ergebnisse vollstdndig.

c) Berechne, um wie viel Prozent der Luftdruck beim Aufstieg aus dem Basislager in 2800 m iiber
NN auf 4700 m iiber NN abnimmt.

d) Berechne, um wie viel Prozent der Luftdruck beim Abstieg pro km zunimmt.

e) Forme den Term p(h)=1013-0,8823%%*" in die Standardform p(h) = p,-a" um. Nenne die

verwendeten Regeln P1, ..., P5.

Interpretiere die ausgerechneten Gréfien P, und @ im Sachzusammenhang.

Regeln:
P1: a*-a’=a"’

P3: (ax)y-z a*’

P2: a*-b*=(a-bh)*
1

1
P4: a7 =— p5: a"=4%a (nelN)
a
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Kompetenzraster zur Aufgabe zur Leistungstberprifung

Aufg. | Kompetenzen und Ldsungshinweise Punkte
a 7 ) 2
) Wachstumsfaktor a aus a’ =£ ermitteln.
890
Wachstumsfaktor a berechnen und runden: a = 0,8705. 2
Anfangswert p, aus p(l) = p,-a =890 ermitteln. 1
Anfangswert berechnen und runden: p, ~1022. 1
b) Eine Tabelle erstellen und dokumentieren. 3
Feststellen, dass deutliche Abweichungen bei zu grol3en Funktionswerten 2
auftreten.
Folgern, dass der Wachstumsfaktor zu grol3 gewéhlt wurde. 1
c) Hohendifferenz in km berechnen: 4,7 km — 2,8 km = 1,9 km. 1
Wachstumsfaktor berechnen: 0,8823" ~ 0,788. 1
Abnahme in Prozent ausdriicken: Der Luftdruck nimmt um 21 % ab. 1
d) Kehrwert des Abnahmefaktors als Wachstumsfaktor flr den rickwarts lau- 1
fenden Prozess benutzen.
Kehrwert von 0,8823 berechnen und in Prozent ausdriicken: Der Luftdruck 1
nimmt pro km um 13,3 % zu.
e) Die Regeln P1 und P4 nennen und zur Umformung anwenden: 3
p(h) =1013-0,8823***" =1013-0,8823**° .0,8823™" ~ 335.1,133".
Ergebnis im Sachzusammenhang interpretieren: 2
P, = P(0) = 335 ist der Luftdruck (in hPa) auf 8848 m Hoéhe (auf dem Mt.
Everest) zu Beginn des Abstiegs.
a=0,8823" ~1,133 ist der Faktor fir die Zunahme des Luftdrucks pro km 1
beim Abstieg (vgl. d)).
Summe 23
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