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Kurzbeschreibung

Das Unterrichtsvorhaben beschreibt eine Mdglichkeit, an verschiedenen realitdtsbezogenen
Kontexten das Themengebiet "Stochastische Prozesse" zu erarbeiten.

Vorausgesetzt wird in dem Unterrichtsvorhaben das Lésen von Gleichungssystem und die
Matrix- bzw. Vektorschreibweise (Lineare Algebra in der EF).

Die Unterrichtseinheit ist aus mindestens neun Unterrichtsstunden zu 45 Min. ausgelegt. Es
sollten je nach dem Bedarf des Kurses zwei weitere Ubungsstunden folgen.

Inhaltlich geht es um...

...die verschiedenen Darstellungsweisen von Ubergangsprozessen (Text - Uber-
gangsdiagramm - Tabelle - Ubergangsmatrix).

+ ...Matrix-Vektor-Produkt im Sachkontext.

-+ ...Matrizen-Multiplikation..
...Potenzieren von Matrizen.

- ...Grenzverteilung.
...Fixvektor.
+ ..Inverse.

Im Bereich der prozessbezogenen Kompetenzen wird in dieser Unterrichtseinheit insbeson-
dere das Modellieren angesprochen.

In den vorgestellten Unterrichtseinheiten wird der GTR bei der Matrizen-Multiplikation, dem
Potenzieren von Matrizen (auch Inverse) und den Losen von Gleichungssystemen genutzt.
Dabei sollten in den ersten Unterrichtsstunden auf den GTR verzichtet werden, da die SuS
in der Lage sein missen u.a. die Matrizenmultiplikation auch handisch durchzuftihren.
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Ubersicht tiber die Unterrichtssequenzen

. . Mogl. Arbeits- .
Mathemematischer Inhalt Material g Zeit
formen
Verschiedene Darstellungsweisen von AB 1: "Diffusion” Dreischritt: 30
Ubergangsprozessen: EA - PA - Plenum | Min.
Text - Ubergangsdiagramm - Tabelle
Ubergangsmatrix, Matrizen-Vektor-Produkt, | AB 2: "Schulmensa" Dreischritt: 60
Matrizenmultiplikation, Potenzieren von EA - PA - Plenum | Min.
Matrizen
Verschiedene Darstellungsweisen: Text - AB 3: "Darstellungswechsel" | Dreischritt: 45
Ubergangsdiagramm - Tabelle - Uber- EA - PA - Plenum | Min
gangsmatrix
Ubung AB 4: Gruppenpuzzle Gruppenpuzzle 90
Einfihrung: Inverse, Grenzmatrix, stochas- Min.
tische Matrix, Fixvektor
Einfihrung der zyklischen Verteilung AB 5: Zyklische Verteilung uG 90
Min.

Entwicklung eigener Aufgaben AB 7: "Aufgabenkonstruk- GA 90
L6sung der konstruierten Aufgaben tion PA Min.

‘ Kurzbeschreibung Didaktische Hinweise Lehrplanbezug Unterrichtsmaterial

Didaktische Hinweise

Begriindung des Themas

Das Themengebiet "Stochastische Prozesse" bietet die Mdglichkeit, die prozessbezogenen
Kompetenzen vor allem das Modellieren und Mathematisieren stark in den Vordergrund zu
stellen.

Methodik

Die Arbeitsblatter bieten die Moglichkeit zum Einsatz in Einzel- oder Partnerarbeit. Empfeh-
lenswert ist die Vorgehensweise im Dreischritt: Einzelarbeit - Partnerarbeit - Plenum. Wichtig
dabei ist die gemeinsame Sicherung der zentralen Begriffe und Rechenoperationen im Ple-
num. Das AB 4 ist als Gruppenpuzzle angelegt.

Eine Erganzung der AB durch Ubungsaufgaben beispielsweise aus dem Schulbuch ist sinn-
voll.
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Lehrplanbezug

Thema: Den Zufall im Griff — Modellierung von Zufallsprozessen (E-S1)

Inhaltsbezogene Kompetenzen:
Die Schulerinnen und Schiiler

e beschreiben stochastische Prozesse mithilfe von Zustandsvektoren und stochasti-
schen Ubergangsmatrizen,

e verwenden die Matrizenmultiplikation zur Untersuchung stochastischer Prozesse
(Vorhersage nachfolgender Zustande, numerisches Bestimmen sich stabilisierender
Zustande).

Prozessbezogene Kompetenzen:
Modellieren
Die Schulerinnen und Schiiler

¢ treffen Annahmen und nehmen begriindet Vereinfachungen einer realen Situation
vor (Strukturieren)

e Ubersetzen zunehmend komplexe Sachsituationen in mathematische Modelle (Ma-
thematisieren)

e erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten eine Lésung inner-
halb des mathematischen Modells (Mathematisieren)

Mathematisieren
Die Schulerinnen und Schiler

e (Ubersetzen zunehmend komplexe Sachsituationen in mathematische Modelle

e erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten eine Lésung inner-
halb des mathematischen Modells

e ordnen einem mathematischen Modell verschiedene passende Sachsituationen zu
Ubersetzen

Validieren
Die Schulerinnen und Schiler

e beziehen die erarbeitete Losung wieder auf die Sachsituation
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Unterrichtsmaterial

Hinweise zu den Arbeitsblattern:

Arbeitsblatt 1

Anhand des ersten Arbeitsblattes sollen die SuS anhand des Kontextes "Diffusion” drei ver-
schiedene Darstellungsweisen (Text - Ubergangsdiagramm - Tabelle) eines Ubergangspro-
zesses erarbeiten. Es bietet sich der Dreischritt (EA - PA - Plenum) an.

Arbeitsblatt 2

Die Entwicklung von Ubergangsprozessen wird auf dem zweiten Arbeitsblatt betrachtet. Dies
erfolgt im Kontext "Schulmensa" mit dem Wechsel zwischen vegetarischem und nicht-vegeta-
rischem Angebot.

In Aufgabenteil a) berechnen die SuS ohne Vorgabe einer Methode die Verteilungen fur die
drei Folgetage. Dabei sollten die SuS feststellen, dass dies mit hohem Rechenaufwand ver-
bunden ist. Daher ist fir SuS an dieser Stelle der Vorteil von Ubergangsmatrizen ersichtlich.
Die Rechnung mit Ubergangmatrizen wird an dieser Stelle nicht hergeleitet, sondern einge-
fuhrt. Eine Herleitung ist im Unterrichtsgesprach durch Vergleich der Aufgabenteile a) und b)
maglich.

Die Matrizenmultiplikation bzw. das Potenzieren von Matrizen erfolgt an dieser Stelle zunachst
ohne Einsatz des GTR. Hier wird demnach erst fir Berechnungen ab dem vierten Folgetag
deutlich, warum die Matrizenmultiplikation den Rechenaufwand verringert. An dieser Stelle
sollte die "schnellere" Berechnung von M*, M> usw. im Unterrichtsgesprach aufgegriffen wer-
den.

In den nachfolgenden Ubungsaufgaben sollte die Einheitsmatrix thematisiert werden. Diese
ist bei zyklischen Prozessen (AB 5, 6) von Relevanz.

Arbeitsblatt 3

Der Wechsel zwischen den verschiedenen Darstellungsweisen von Ubergangsprozessen
wird auf dem Arbeitsblatt 3 aufgegriffen. Die untenstehende Graphik kann dabei zuvor im
Unterrichtsgesprach thematisiert werden.

Arbeitsblatt 4

Das AB 4 umfasst ein Gruppenpuzzle. Hier werden die bereits erworbenen Fachkompetenzen
in verschiedenen Sachkontexten (Urlaubsort, Einkommensverteilung und Handyanbieter) ver-
tieft.

In der Expertenphase werden die Verteilungen fur verschiedene Zeitpunkte berechnet, dabei
wird u.a. die Inverse thematisiert. Auch verschiedene Potenzen der Ubergangsmatrix werden
betrachtet und mit der Ubergangsmatrix verglichen. Dies dient der Hinfihrung zur Grenz-
matrix.

In der Austauschphase wird das Gemeinsame der Aufgaben gesucht. Der Begriff der 'stochas-
tischen Matrix' und die Grenzverteilung/-matrix stehen hierbei im Fokus.
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Wichtig ist die Aufarbeitung des Gruppenpuzzles im Plenum. Sowohl die Anwendung der In-
versen zum Zuriickrechnen im Sachkontext als auch der Aufbau von stochastischen Matrizen
sind zu thematisieren. Besonders die Diskussion der Grenzverteilung und der Grenzmatrix
sind in den Vordergrund zu stellen. Die Potenzen der Matrizen M™ streben in allen Beispiel-
aufgaben firn — oo gegen eine Grenzmatrix. Es kann mit Hilfe herausgefunden werden, dass
diese Spalten dem Fixvektor entsprechen, einem Verteilungsvektor, der sich bei der Multipli-
kation mit der Ubergangsmatrix nicht &ndert (M - 7= ). Es bietet sich an, die Berechnung des
Fixvektors mit dem Gleichungssystem M - ¥= v an einem Beispiel durchzufiihren und die The-
matik Grenzmatrix und Fixvektor in weitern Ubungsaufgaben zu vertiefen.

Arbeitsblatt 5

Das Arbeitsblatt 5 enthélt einen Aufgabenvorschlag flr die Einfihrung der stabilen Verteilung
im Unterrichtsgesprach.

Die Aufgabe ist mathematisch einfach zu durchdringen und rechnerisch nicht anspruchsvoll.
Im Vordergrund steht die Idee, dass es sich um einen zyklischen Prozess handelt, der sich
dadurch von den bisher betrachteten Prozessen abgrenzt.

Es sollte aufgegriffen werden, dass die Potenz der Ubergangsmatrix zu bestimmten Zeitpunk-
ten der Einheitsmatrix entspricht, da sich die Ursprungsverteilung wieder einstellt. Dies ermég-
licht die Vorhersage der Verteilung zu spateren/vorangegangenen Zeitpunkten und weiteren
Potenzen der Ubergangsmatrix.

Arbeitsblatt 6

Zum Abschluss der Unterrichtseinheit sollen die SuS selber in Gruppenarbeit komplexe Auf-
gaben mit entsprechender Musterlésung konstruieren. Dabei wird in zwei Fallen die Verteilung
in Form der Ubergangsmatrix bzw. des Ubergangsdiagramms, in einem Fall der Sachkontext
vorgegeben.

Im Anschluss sollen die SuS die erstellten Aufgaben anderer Gruppen in Partnerarbeit bear-
beiten.
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Arbeitsblatt 1 "Diffusion”

Ein Behalter wird in der Mitte durch eine halbdurchlassige Membran geteilt. Im Behalter befin-
den sich 12000 Teilchen.
Zu Anfang sind 9000 davon in Teil A des Behalters, der Rest in Teil B.

A o © o ® B

Nach jeweils 10 Minuten haben 10 % der in A befindlichen Teilchen in Behalterteil B und um-
gekehrt 20 % der zu Anfang in B vorhandenen Teilchen in Behalterteil A gewechselt.

a) Der Prozess kann mithilfe des nebenstehenden Diagramms
beschrieben werden.

0,9
Solche Diagramme nennt man Ubergangsdiagramme. a

Erlautern Sie dieses Diagramm und erganzen Sie die
beiden fehlenden Zahlenwerte.

0,1

b) Die Tabelle beschreibt einen anderen Diffusionsprozess.

von

A B

A |0,75

nach
0,6

Erganzen Sie fehlende Zahlenwerte und erlautern Sie die Bedeutung der einzelnen
Werte im Sachkontext.
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Arbeitsblatt 2 "Schulmensa" 0,88 0.96 0,74
In der Schulmensa gibt es zwei Essensangebote. Es gibt ein ve-
getarisches Gericht (V) und ein nichtvegetarisches Gericht (N).
Es kommt vor, dass die Schilerinnen und Schiler von Tag zu
Tag zwischen den Angeboten wechseln. Das nebenstehende
Ubergangsdiagramm stellt diesen Wechsel dar.
0,12

a) Am Montag wahlen 100 Schiler das vegetarische und 200 Schuler das nichtvegetarische
Gericht.
Berechnen Sie jeweils die Anzahl der Essen fir Dienstag, Mittwoch und Donnerstag.

Info 1:

Die Berechnungen in Aufgabenteil a) sind aufwendig. Um den Rechenaufwand zu verkiir-
zen, konnen Ubergangsprozesse mit einer Matrix dargestellt werden. In diesem Fall wird
von einer Ubergangsmatrix gesprochen.

Beispiel:
Die folgende Tabelle wird durch die nebenstehende Ubergangsmatrix A beschrieben.

von
A B

nach~ A |075 037 0,75 0,37

TR (R 0

0,25 0,63

B 0,25 0,63

Info 2:

Die Anzahl der jeweiligen Essen fiir den Nachfolgetag kann mithilfe der Ubergangsmatrix
berechnet werden. Dabei werden die Anfangszahlen (x,y) in einem Spaltenvektor aufge-
schrieben.

Die Berechnung erfolgt dabei nach folgendem Schema:

W= w (03

b) Stellen Sie den Schulmensa-Wechselprozess in einer Ubergangsmatrix M dar.
Berechnen Sie auf die obige Weise die Anzahl der Essen fir Dienstag.

c) Berechnen Sie die Anzahl der Essen fiir Mittwoch, Donnerstag und Freitag.
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Info 3:

Um die Essensanzahl fir Mittwoch zu bestimmen, musste in Aufgabenteil d) das Zwischen-
ergebnis flr Dienstag berechnet werden.

Also: M - [M V]

Bis Donnerstag sogar fur Dienstag und Mittwoch.
Also: M -[M-[M ]|

Diese komplizierten Rechnungen lassen sich vereinfachen, indem man die Matrizen zu-
sammenfasst:
Also flr Mittwoch: M - [M 7]

= M? v

Also fiir Donnerstag: 1 - [M - [M 7]

= M3 ¥

Wie potenziert man Matrizen?
Zwei Matrizen werden multipliziert, indem man je die Zeilen mit der Spalte multipliziert.
(a b) _(e f):(ae+bg ae+bg>
c d g h ce+dg cf+dh

Beispiel:
_ —6\_(2:5+(-1):7 2-(-6)+(-1)-8
(—24 31) ' (5 86) - ((—4)J-r5 +3-7  (=4)- (—+6) +3- 8)

-6 )

d) Berechnen Sie M?, M3 und M*,
Hinweis: M* kann auf 2 verschiedene Weisen berechnet werden.

e) Berechnen Sie mithilfe von M2, M3 und M* die Essensverteilung am Mittwoch, Don-
nerstag und Freitag.

f) Berechnen Sie M8.
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. Ubergangsmatrix Tabelle
Arbeitsblatt 3 "Darstellungwechsel"
Zwischen den verschiedenen Darstellungen eines Ubergangsprozesses - .
. i .. . .. Ubergangsdiagramm
(Text-Ubergangsdiagramm-Tabelle-Ubergangsmatrix) kann beliebig gewechselt werden.
Erganze die jeweils fehlenden Darstellungen in der folgenden Tabelle.
Text Ubergangsdiagramm Tabelle Ubergangsmatrix
a) | In einer Stadt gibt es zwei konkurrierende Reiseunternehmen A und
B. 38% der Kunden von A wechseln zum Unternehmen B.
23% der Kunden von B wechseln zum Unternehmen A. Die Ubrigen
Kunden bleiben ihrem Reisunternehmen treu.
0,7
’ C) e (8
0
c)
von
A B
nach A D1
B 0,29
d)
_(1 0
M=
0 1

SINUS/7%
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N
Arbeitsblatt 4: Gruppenpuzzle o
. A
A Py
Aufgabe fur die Expertengruppe 1 £
Bearbeiten Sie die Aufgabe gemaf der unten stehenden Aufgabenstellung. G P
Nt

Aufgaben fur die Gruppenphase
a) Stellen Sie sich gegenseitig Ihre Aufgaben und Lésungen vor.

b) Finden Sie das Gemeinsame der gestellten Aufgaben.

c) Alle Ubergangsmatrizen dieser Aufgaben sind stochastische Matrizen. Geben Sie an, was
,stochastische Matrizen“ kennzeichnet. Schreiben Sie eine 2x2 und 3x3 stochastische Matrix in
allgemeiner Form auf.

d) Bewerten Sie die ,Gute" der mathematischen Modellierungen in jedem der drei Beispiele.

1. Urlaubsverhalten

Laut einer Untersuchung des Deutschen Instituts fur Touristik blieben im vergangenem Jahr 25 %
der Bevolkerung im Urlaub zu Hause (H), 42 % verreisten innerhalb von Deutschland (D) und 33 %
verbrachten Ihren Urlaub im Ausland (A).

Die untenstehende Matrix A beschreibt das Wechselverhalten der deutschen Urlauber von Jahr zu
Jahr.

von
H D A

H /03 03 01

nach D <0,2 0,6 0,5>
A 05 01 04

1. Erlautern Sie die Bedeutung der Eintrage 0,6 und 0,4 im Sachkontext.

2. Berechnen Sie jeweils die Anzahl der Urlauber, die zu Hause bleiben, den Urlaub in Deutsch-
land und im Ausland verbringen fir das aktuelle Jahr (ohne GTR).

3. Bestimmen Sie die Anzahlen fur weitere zwei Jahre (mit GTR).

4. Berechnen Sie die Ubergangsmatrix A? (ohne GTR). Vergleichen Sie diese mit der vorgegebe-

nen Matrix A.
5. Bestimmen Sie A5, A, A und A% (mit GTR). Beschreiben Sie, was lhnen auffallt.
40
6. Bestimmen Sie folgendes Produkt A~! (35) (mit GTR) und erlautern Sie die Bedeutung im
25
Sachkontext.
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Y
Aufgabe fur die Expertengruppe 2 "
L]
Bearbeiten Sie die Aufgabe gemal der unten stehenden Aufgabenstellung. aad
®
s
Aufgaben fir die Gruppenphase
a) Stellen Sie sich gegenseitig Ihre Aufgaben und Ihre Lésungen vor. G P
N

b) Finden Sie das verbindend Gemeinsame der gestellten Aufgaben.

c) Alle Ubergangsmatrizen dieser Aufgaben sind stochastische Matrizen. Geben Sie an, was
»Stochastische Matrizen® kennzeichnet. Schreiben Sie eine 2x2 und 3x3 stochastische Matrix in
allgemeiner Form auf.

d) Bewerten Sie die ,Glte" der mathematischen Modellierungen in jedem der drei Beispiele.

2. Einkommensverteilung

In einem kleinen Land gibt es ca. 1.000.000 Erwerbstétige, die vom Finanzamt jahrlich einer der drei
Einkommensgruppen 'niedrig’, 'mittel’ und 'hoch' zugeordnet werden.

Es hat sich im Laufe der Jahre gezeigt, dass es zwischen diesen Gruppen von Jahr zu Jahr Ver-
schiebungen gibt. Das untenstehende Ubergangsdiagramm beschreibt diese Verschiebungen von
Jahr zu Jahr.

0,7

0,1
0,1

) 0,1
niedrig —
L/ v

0,8

0,8

Am Anfang befinden sich 200.000 Erwerbstatige in der Gruppe niedrig, 700.000 Erwerbstatige in
der Gruppe mittel und 100.000 Erwerbstéatige in Gruppe hoch.

1. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix A.

2. Berechnen Sie die Anzahl der Erwerbstatigen, die sich im nachsten Jahr in diesen Gruppen
befinden (ohne GTR).

3. Bestimmen Sie die Starken der Gruppen fur weitere zwei Jahre (mit GTR).

4. Berechnen Sie die Ubergangsmatrix A2 (ohne GTR). Vergleichen Sie diese mit dem Ergebnis

aus 1.
5. Bestimmen Sie A% A, A’ und A% (mit GTR). Beschreiben Sie, was lhnen auffallt.
200000
6. Bestimmen Sie folgendes Produkt A~1 (700000) (mit GTR) und erlautern Sie die Bedeutung
10000
im Sachkontext.
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Aufgabe fur die Expertengruppe 3 ( i
Bearbeiten Sie die Aufgabe gemaR der unten stehenden Aufgabenstellung. )

oA a
Aufgaben fir die Gruppenphase N

a) Stellen Sie sich gegenseitig Ihre Aufgaben und Ihre Losungen vor.

]
b) Finden Sie das verbindend Gemeinsame der gestellten Aufgaben. G P
c) Alle Ubergangsmatrizen dieser Aufgaben sind stochastische Matrizen. \ )
Geben Sie an, was ,stochastische Matrizen” kennzeichnet. Schreiben Sie eine 2x2 und
3x3 stochastische Matrix in allgemeiner Form auf.
d) Bewerten Sie die ,Glte" der mathematischen Modellierungen in jedem der drei Beispiele.

3. Handyanbieter

Die Handyanbieter Woda, C4 und Phonix haben den Handymarkt erobert und schlielen
Jahresvertrage mit ihren Kunden ab. Das Diagramm zeigt, wie viele Kunden anteilmafdig von
Jahr zu Jahr den Anbieter wechseln.

0,5

0,8

Im Jahr 2016 hat jeder Anbieter 25 Millionen Kunden unter Vertrag.

1. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix A.
2. Berechnen Sie die Kundenverteilung nach einem Jahr (ohne GTR).
3. Berechnen Sie die Kundenverteilung nach zwei und drei Jahren (mit GTR).
4. Berechnen Sie die Ubergangsmatrix A2 (ohne GTR) . Vergleichen Sie diese mit dem
Ergebnis aus a).
5. Bestimme Sie auch A®, A°, A’ und A% (mit GTR). Beschreiben Sie, was lhnen auffallt.
25000 000
6. Bestimmen Sie folgendes Produkt A™1 (25 000 000) (mit GTR) und erlautern Sie die
25000000
Bedeutung im Sachkontext.
QUA-LIS NRW Seite 12 von 14

Nordrhein-Westfalen



Lehrplannavigator KLP SlI - Mathematik Qualifikationsphase- Q-S2 LK

Von Ubergéangen und Prozessen

Arbeitsblatt 5: Zyklische Verteilung

Organisation des Sportfestes

Beim Sportfest gibt es drei Stationen: Werfen, Sprung und Laufen. Die drei Klassen 5a, 5b und
5¢ werden zu Anfang auf die drei Stationen verteilt und wechseln dann in einer vorgegebenen
Reihenfolge. Die 5a beginnt beim Laufen, die 5b beginnt beim Sprung und die 5¢ beim Werfen.
Die Klassen wechseln vom Laufen zum Sprung und danach zum Werfen.

Die 5a hat 23 Schiiler, die 5b hat 28 Schuler und die 5¢ hat 18 Schiiler.

a)
b)
c)

d)
€)

f)

Bestimmen Sie die Schilerzahlen an den einzelnen Stationen nach dem ersten und
zweiten Wechsel.

Stellen Sie fiir die Situation einen Ubergangsgraphen und die zugehérige Matrix A auf,
die die Schileriibergénge beschreibt.

Deuten Sie A - ¥ und A ? - ¥ im Sachkontext. Geben Sie das Ergebnis von 43 - ¥ an,
ohne zu rechnen.

Beschreiben Sie das Ergebnis von A™ - v in Abhangigkeit von n.

Bestimmen Sie 4 2, A 3. Was fallt auf?

Bestimmen Sie ohne erneut zu rechnen A 1° und A 3°.
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Arbeitsblatt 6: "Aufgabenkonstruktion" [ ]

3.

GA

1 03 0
Gegeben sei die Matrix A = (0 0,7 0,1).
0 0 09

Uberlegen Sie sich einen passenden Sachkontext und erstellen Sie eine komplexe,
gegliederte Aufgabe als Ubung flr Ihre Mitschiler. Erstellen Sie zudem eine
Musterldsung.

Gegeben sei folgender Ubergangsgraph:

0,7

@ 0
© \@

Uberlegen Sie sich einen passenden Sachkontext und erstellen Sie eine komplexe, ge-
gliederte Aufgabe als Ubung fur lhre Mitschiiler. Erstellen Sie zudem eine Musterlésung.

75 0,2

An einem Flughafen konkurrieren mehrere Mietwagenunternehmen.

Erstellen Sie in diesem Sachkontext eine komplexe, gegliederte Aufgabe, in der
Ubergange untersucht werden. Diese Aufgabe soll als Ubungsaufgabe fiir lhre
Mitschiler dienen. Erstellen Sie zudem eine Musterlésung.
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